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基于仿射近似的摄像机标定!

唐力铁，邱志强，陆启生

（国防科技大学 光电科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：针对直接基于透视投影模型的标定算法计算量大、结果不稳定的事实，提出一种基于仿射投影矩

阵的标定算法。算法首先线性解算仿射投影矩阵，然后分解出部分参数。在假定主点坐标等于图像中心的前

提下，解算出其余参数，再以重投影图像点残差和为目标函数，对所有参数进行优化，获得精确的摄像机模型

参数，达到精确、快速、稳定的标定目的。大量的仿真和真实图像实验证明算法比传统算法更稳定。
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Camera Calibration Based on Affine Approximation

TANG Li-tie，OIU Zhi-giang，LU Oi-sheng
（CoIIege of OptoeIectronic Science and Engineering，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：Considering the fact that the camera caIibration method based on perspective projection modeI yieId intricate and unstabIe
resuIt，a new caIibration aIgorithm based on affine approximation was presented. The affine projection matrix was Ied out and then some
parameters were decomposed. Under the presumption of taking image center as principaI point，other parameters were soIved. At Iast，
aII the parameters’precision was improved on the basis of the cost function of re-projection error . SimuIation and reaI image experiments
show that the new method can produce more stabIe resuIt than the usuaI one.
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摄像机标定指通过某种方法获得精确的摄像机模型参数的过程。摄像机标定方法大致可分为基于

控制块的标定和摄像机自标定。控制块的点、直线等都可以作为标定基元，本文重点讨论基于控制块的

标定，而且以点为标定基元，也就是基于控制点的标定。基于控制点的标定是根据一组已知空间位置的

点与其图像对应点的关系求解摄像机参数，从而获得精确的摄像机成像几何模型的过程。

现有摄像机标定都是基于透视投影模型，其共同特点是以透视投影关系建立控制点的空间位置和

对应的图像点位置的约束方程，反求摄像机参数完成标定。

随着仿射投影模型在图像解析中的应用引起少数学者的关注，基于仿射投影模型标定摄像机也开

始受到重视。到目前为止，出现了少数文献研究基于仿射投影模型的摄像机标定［1］。文献［2］介绍了基

于仿射投影模型通过 4 个以上控制点的物方坐标和对应图像坐标直接求解仿射投影矩阵的算法。这些

算法虽然给出了分解参数的算法，但并不考虑摄像机具体参数间的约束关系，更不考虑模型相对透视投

影的模型误差和镜头畸变，所以标定结果不够精确。对于如何以仿射近似为突破口标定精确的摄像机

模型，国内外均未有相关文献报道。

本文提出一种基于仿射近似的摄像机标定法，即首先以仿射投影模型近似描述摄像机投影模型，求

解出摄像机参数的近似值，然后基于透视投影模型进一步求精。

1 摄像机投影成像模型
1 .1 透视投影模型

摄像机成像通常采用透视投影模型，其基本关系式为

! 收稿日期：2005 - 09 - 07
作者简介：唐力铁（1974—），男，博士生。

国 防 科 技 大 学 学 报
第 28 卷第 1 期 JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE TECHNOLOGY VoI.28 No.1 2006



U
1









l
= M

X
Y
Z











l

=
R T[ ]0 l

X
Y
Z











l

（l）

其中（X，Y，Z）为目标点世界坐标，（ U，1）为对应的图像坐标，R 与 T 为世界坐标系与摄像机坐标系的

旋转矩阵与平移向量。

! ." 仿射投影模型

如果投影矩阵 M 的第 3 行前 3 个元素为 0，即

M =

ml m2 m3 m4

m5 m6 m7 m8

0 0 0 m
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（2）

这种投影关系称为仿射投影，此时物像投影关系方程式可改写为

x[ ] 
=

al a2 a3

a4 a5 a[ ]
6
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（3）

其中 al = ml / m9，a2 = m2 / m9，a3 = m3 / m9，a4 = m5 / m9，a5 = m6 / m9，a6 = m7 / m9，6l = m4 / m9，62 = m8 /
m9。这就是仿射投影的表达式，用矩阵形式可写为

x = AX + B （4）

其中三维向量 X 为目标点的世界坐标，二维向量 x 为对应的图像点坐标，A 则为 2 > 3 阶仿射投影矩

阵，B 是二维平移向量。有时也称 A 与B 一起构成的 2 > 4 阶矩阵［A I B］为仿射投影矩阵 M。

" 新算法

" .! 基本思路

先基于摄像机的近似模型———仿射投影模型，标定摄像机的大部分参数，并将摄像机主点指定为图

像中心，然后再基于透视投影模型对标定参数进行优化解算，直至获得精确的摄像机参数。其中一个关

键技术就是将主点缺省看成是图像中心，这样可以减少 2 个未知数，加之以求解仿射投影矩阵取代求解

透视投影矩阵，又可以减少 3 个未知数，共减少了 5 个未知数，大大提高了算法的数值稳定性。

需要指明的是，本算法称为基于仿射投影矩阵的摄像机标定法，并非是基于仿射投影模型的标定。

算法首先计算仿射投影矩阵，然后从仿射投影矩阵中求解出大部分摄像机参数，最后仍要基于透视投影

模型求精参数。可见，仿射投影矩阵的求解，作为中间环节在算法中起到关键作用。

首先，不考虑像差的影响，而且将摄像机投影模型用仿射投影模型近似，根据式（4）从图像点和对应

目标点的三维位置建立线性方程组，从而线性求解得到仿射投影矩阵，并从仿射投影矩阵分解出部分摄

像机内外参数，将主点指定为图像中心，然后解算出其余参数，这些内外参数描述的摄像机模型是近似

模型。在此基础上，基于透视投影模型，以图像点重投影残差和为目标函数，对内外参数进行非线性优

化，可提高内外参数的精度，再将优化后的内外参数代入透视投影方程，线性解出像差系数，将得到的像

差系数代入近似模型则可得到更精确的模型，如此迭代直至结果稳定。实践证明，迭代 3 至 4 次即可。

" ." 具体步骤

图 l 是算法流程图。

（l）线性求解仿射投影矩阵

如果标定块上有 I 个标定控制点，并已知它们的空间坐标（Xi，Yi，Zi）（ i = l，⋯，I）以及对应的

图像坐标（Ui，1i）（ i = l，⋯，I），由式（4）可得

AL = 0 （5）
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图 l 基于仿射近似的摄像机标定

Fig.l Camera calibratin based on affine approximation

其中 L =［ml，⋯，m8］
T 为投影矩阵 M 各元素排列后

得到的向量，

A =

Xl yl zl l 0 0 0 0 - ul

0 0 0 0 Xl yl zl l - Ll

Xn yn zn l 0 0 0 0 - un
0 0 0 0 Xn yn zn l - L















n

（6）

令!L! = l，则 L 的解为 ATA 最小特征值对应的单位

特征向量。

（2）从仿射投影矩阵分解出内外参数

求得 L 后，即可求出 M。令

M
ml m2 m3 m4

m5 m6 m7 m[ ]
8

= M2 > 3
m4

m[ ]
8

（7）

对 M 进行 OR 分解，可得

M2 > 3 = K2 > 2R2 > 3 =
fu s
0 f[ ]

L

i[ ] 
（8）

这样就得到内参数和旋转矩阵 R 的前 2 行。因为倾斜

畸变 s 非常小，在后面的优化过程中将其强制为 0。因

为 R 是正交矩阵，则其第 3 行可由第 l、2 行叉乘而得，即

R3 > 3 =
i
 

（ iT >  T）









T

（9）

（3）指定主点，并解其余参数

令主点与图像中心重合，即 u0 = wimg / 2，L0 = himg / 2，其中 wimg和 himg分别为图像的宽和高。根据仿

射投影模型有

m4 =
fu
H tx + u0

m8 =
fL
H ty + L

{
0

（l0）

其中 H 为视距，视距的概略值可用其它方式获得，因此可解出

tx =（m4 - u0）
H
fu

ty =（m8 - L0）
H
f

{
L

（ll）

tz 则指定为航高 H，这样就得到了所有内参数和外参数的初始值。

（4）非线性优化内外参数

在前面的步骤中，引入了一些误差，主要来源有仿射近似的模型误差、主点近似为图像中心的误差

和将 tz 近似为航高的误差。此外，由于观测误差（标定控制点三维坐标以及对应的图像点的量测坐标）

的存在也引入了误差，因此有必要采取一些优化手段对结果求精。优化的目标函数采用实际图像坐标

与用线性模型计算出的图像点坐标的残差和

! = "
n

i = l
u - fu

rlXi + r2yi + r3zi + tx
r7Xi + r8yi + r9zi + tz

- kl xi（x2i + y2i）-（k2 + k4）x2i - k5 xiyi - k2 y2( )i - u[ ]0 2
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+ 1 - f1
r4 xi + r5 yi + r6 zi + ty
r7 xi + r8 yi + r9 zi + tz

- kl yi（ x2
i + y2

i）- k3 x2
i - k4 xiyi -（ k3 + k5）y2( )i - 1[ ]O

2

（l2）

其中 xi =（ ui - uO）/ fu，yi =（ 1i - 1O）/ f1，rl，⋯，r9 为 ! 的各元素。优化开始时将像差系数指定为零，将

最优值约束在初始值的某邻域内，当!取得极小值时内外参数为最优。

（5）线性求解像差系数

根据式（l2）可线性求解各像差系数：

ul（ u2
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（l3）

其中（ ui，1i）为实际图像坐标，（ u'i，1'i）如下计算：

u'i = fu
rl xi + r2 yi + r3 zi + tx
r7 xi + r8 yi + r9 zi + t( )

z
+ uO

1'i = f1
r4 xi + r5 yi + r6 zi + ty
r7 xi + r8 yi + r9 zi + t( )

z
+ 1










O

（l4）

!  " 步骤总结

（l）用式（5）和式（7）计算仿射投影矩阵 "；

（2）用式（8）计算有效焦距 fu，f1 和旋转矩阵! 的前 2 行元素 i， ；
（3）用式（9）计算旋转矩阵 ! 的第 3 行元素 k；

（4）将主点指定为图像中心，用式（ll）计算平移向量中的 tx，ty，并将 tz 指定为航高 H；

（5）基于式（l2）对初始值进行优化计算；

（6）用式（l3）线性求解像差系数 kl，k2，k3，k4 和 k5；

（7）对步骤（5）和（6）进行有限次迭代，直至结果稳定。

!  # 算法的优点

相对其它标定算法，基于仿射投影模型的摄像机标定法具有以下优点：

（l）首先求解仿射投影矩阵，而非透视投影矩阵，未知数更少，所需特征点数更少，结果更加稳定；

图 2 仿真实验

Fig.2 The simuiated experiment

（2）对所求内外参数，均基于精确的透视投影模型进行优化，确保了结果的高精度；

（3）对非线性优化内外参数和线性求解像差系数两步的有限次迭代既保证了速度，又保证了精度；

（4）像差模型不仅考虑了径向畸变，而且考虑了切向畸变。

" 算法的实验验证

为了检验算法的性能，分别设计了真实图像实验和仿真实验。

如图 2 所示，L 和 R 分别表示待标定的 CCD 摄像头，有效敏感元为

5l2 > 5l2 像素，摄像头型号是 Puinix。l 为标定板，由 2 块边长为 2Omm
的正方形硬塑料板以 9O 夹角拼接而成，以板上绘制的网格线交点作为

标定控制点。标定板平面度可以达到 O . lmm，在钳工车间拼接，夹角误

差小于 O .Ol 。标定控制点三维位置误差小于 9!m。2 为待检测的目标，

与标定网格板类似，但其上的特征点较稀疏。

标定控制点经摄像机成像后（如图 3 所示），用“十”字相关法对网格

结点进行检测，经过仿真实验表明检测精度可以达到 O . O2 像素精度。
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标定图像点与其三维点之间的对应是由手工完成的，可以确保无错误匹配点。

图 3 实际用来标定摄像机的网格板图像

Fig.3 The grid pattern for calibration

表 1 列出了实验结果。标定点数是通过人为去掉若干点来实现的。图 4 是像差矢量图，在图像中

央处像差比较小，在四周比较大，呈辐射状。这与实际情况相符。

表 1 用摄像机标定结果进行三维重建的计算值

Tab.1 Experimental results

理论值（mm）
使用 40 个标定控制点 使用 100 个标定控制点

测量值（mm） 相对误差（%） 测量值（mm） 相对误差（%）

I !" I 42 .68 42.69 0.014 42.20 0.009

I "# I 43 .44 43.59 0.356 43.57 0.300

I "$ I 65 .16 64.89 0.419 64.94 0.335

I !# I 60 .56 60.22 0.566 60.82 0.430

I $! I 77 .63 77.78 0.192 77.50 0.176

图 4 像差矢量图

Fig.4 The deviation vector

图 5 是待检测目标的左右图像，同样将检测到的特征点用“十”字丝标出。三维重建的结果列在表

1 中。从结果可以看出，在实验中视场大小的三维测量的相对误差可控制在 0 . 6%以内，标定控制点增

511唐力铁，等：基于仿射近似的摄像机标定



加，可适当提高标定精度。结果误差偏大的一个重要原因是实验条件所限。因为实验中网格是粘贴在

标定板上的，这将影响到标定控制点的空间位置的精度。另外，网格结点的提取也是有误差的，也影响

到标定精度。

图 5 用来检验标定结果的左右图像序列

Fig.5 The image stereo for testing the algorithm

! 结 论

本文提出一种基于仿射近似的摄像机标定法。根据实验结果可得出以下结论：

（1）对于航空拍摄条件来说，控制点往往离摄像机较远。直接用透视投影模型算出来的投影矩阵精

度很差，导致后来搜索次数比较大，而采用本文算法可有效克服这个问题，从而提高标定精度。

（2）由于最后都是基于透视投影模型进行优化，因此最终精度都差不多，除非由于初始值精度太差

导致算法不收敛的情况。

（3）指定主点对算法也很重要。因为主点的求解是在病态条件下进行的，易受噪声影响。况且随着

现代工艺水平的提高，主点与图像中心的偏差已经非常小。另外，主点误差对最终测量误差影响非常

小。

（4）由于摄像机模型是非常复杂的，牵涉到的参数非常多，因此如果初始值选择不好，可能会收敛到

一个错误值，虽然这是以重投影残差和为极小值的点。
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