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非线性随机动态响应的高效模拟方法!

张书俊，任钧国

（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：提出了一种分析多自由度非线性系统在随机激励下响应的高效模拟方法。该方法以蒙特卡罗方

法为基础，针对动态问题，建立了有效的重要性判别准则，采用俄罗斯轮盘赌与分裂方法来处理响应样本，增

加了样本在低失效概率区域出现的几率，提高了模拟效率。通过两个算例表明，该方法操作简单，可以大大地

减少计算量，能够适用于实际的工程问题。
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Abstract：An efficient simuiation procedure for stochastic anaiysis of noniinear dynamicai systems with muiti-degree freedom based
on Monte Cario simuiation（MCS）is presented. A simpie criterion was estabiished for indicating the importance of each dynamicai
response sampie. According to this criterion，Russian Rouiette and Spiit（RRS）method was appiied to deai with the seiected sampies.
The efficiency of this aigorithm was much higher than that of direct MCS whiie the number of response sampies in the iow probabiiity
regions was increased. The resuit of evaiuated exampies demonstrates that the methodoiogy presented in this paper has the advantage of
being simpie in operation，thus appiicabie to reaiistic engineering caicuiation.
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自从 20 世纪 50 年代以来，随着飞机、导弹和载人航天技术的发展，结构可靠性特别是动力可靠性

问题引起了人们的关切和重视。近年来，国内外许多学者对结构动力可靠度分析进行了广泛的研究，主

要研究对象为线性系统，响应为平稳过程。对于非线性系统，因为叠加原理不再适用［1］，因而与线性系

统随机振动有本质的区别。当前对非线性振动的研究，考虑的模型一般比较简单，以至于不能反映确定

性结构力学的当前发展水平。大多数能用的方法（如那些基于 Fokker-Pianck-Koimogorov 方程的方法）已

经相当成熟，然而当这些方法应用于多自由度（大于 10）系统时，会发现它们往往缺乏通用性，从而失去

实用性［2］。因此已经建立起来的理论成果，在许多重要的工程领域并未得到充分的应用。可以说，对于

多自由度非线性系统而言，至今还没有一个令人满意的解析方法。对于复杂结构的非线性随机动力响

应问题，就目前的研究状况而言，最适合方法是 Monte Cario 模拟方法（MCS）。Monte Cario 方法应用于结

构问题的一个最大优点是它的通用性，而且收敛速度与问题的维数无关，因此处理多自由度非线性系统

没有实质的困难。Monte Cario 方法不需要将非确定性问题转化为确定性问题，可以直接从非确定性问

题出发，通过模拟原问题的实际过程得到问题的解，因此可以应用现有的确定性分析程序，或大型通用

的商业软件。

本文基于 Monte Cario 方法，采用俄罗斯轮盘赌与分裂方法来处理响应样本，建立了非线性系统动态

响应样本重要性的判别准则，增加了样本在低失效概率区域出现的几率，探讨了提高抽样效率的方法。

为实际工程中的多自由度非线性随机系统振动问题（如火箭发动机药柱的动态可靠性分析）提供了可操
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作的方法。

1 俄罗斯轮盘赌与分裂（RRS）方法

应用 Monte CarIo 模拟方法（MCS）估计非线性结构的可靠性时，低失效概率的信息往往不能充分得

到。例如当抽样 1000 时，极有可能没有一次落到失效域内。换句话说，相当多的运算量花费在没用的

抽样上。直接 Monte CarIo 模拟方法（DMCS）的缺点已被广泛认识到，因此人们发展了所谓的方差缩减技

术。这些程序都是增加在感兴趣区域内 Monte CarIo 实现的密度，即对总失效概率贡献最大的实现［3］。

这些方差缩减技术广泛地应用于静态问题，其中最常见的是重要抽样方法。然而，由于动态问题中没办

法定义重要抽样函数，从而也得不到原抽样函数与重要抽样函数的比值，因而不能直接把重要抽样方法

应用于动态问题中。

对于白噪声这种简单激励，文献［4］结合白噪声的简单模拟方法，提出了一种直接地把静态重要抽

样应用到动态系统的途经。显然，这种方法通用性欠佳，对于复杂的激励是行不通的。比较通用的

DSC 方法［3］，会影响样本的统计特性，高阶矩通常会被估计过低。

本文考虑采用俄罗斯轮盘赌和分裂（RRS）技术，此项技术通过设置不同区域的重要性来实现。不

同区域重要性代表对不同区域的关心程度，对于关心的区域设置高的重要性，不关心的区域设置较低的

重要性。模拟时样本从非重要性区进入重要性区后的样本分裂成 N（ N 即为样本进入前后的区域重要

性之比）个样本，每个样本权重变为原来的 1 / N，这样在非重要性区域计算的样本数目减少，在重要性区

域由于分裂技巧的应用，抽样的样本数目大大增加，而最终的统计值也不受影响。合理运用分裂技巧可

以在初始抽样粒子数较少的情况下得到较小的统计误差［5］。

2 判断重要区域

针对判断样本是否处于重要区域，文献［3］建立了一个系统能量准则，即针对每一个样本，根据系统

的能量和外激励所做的功得到该样本所对应的参数，然后根据其参数的大小，通过 RRS 方法修改其权

重。该方法最大的缺陷是为了保持程序的稳定性，针对不同的系统要建立不同的能量准则，缺乏通用

性。为了克服上述困难，文献［6］进一步把能量准则发展为几何准则，其核心思想是使样本在相空间内

均匀分布，即在密集的区域内的样本将比在稀疏区域内的样本更可能被淘汰，反之，在稀疏的区域内的

样本将比在密集区域内的样本更可能被分裂。由于只使用几何准则，这种方法比较通用。但在判断疏、

密区域时，需要反复用到二叉树结构，计算异常复杂。

本文结合上述思想，在计算开始时，赋予每一个样本相同的权重，wi（ t）= 1 / nsim，t = 0，i = 1，2，⋯，

nsim，其中 nsim 为样本总数。在每一个载荷步计算得到响应样本后，对其进行统计，可以得到每一个

响应样本所在区域的概率值 Pi（ t）。根据权重大、概率小的样本应该优先分裂的原则，设计重要性指标

1i（ t）= wi（ t）/ Pi（ t）。同时建立重要性判别准则：重要性指标大的样本趋于重要区域，反之趋于非重要

区域。这种判别标准，比能量法更具广泛性，比几何法简单，计算量小。结合俄罗斯轮盘赌和分裂

（RRS）方法：在低失效概率区域、权重大的响应样本优先被分裂，同时权重减小；反之，优先被轮盘赌，同

时权重增加。这种方法可以保证样本趋于均匀分布，能够得到低概率区域的信息。

3 算 例
3 .1 范德波 - 瑞利振子对白噪声的响应［7］

运动方程为

 Y + I（ - 1 + Y2 + 'Y2）'Y + Y =!D!（ t） （1）

式中 I 与 D 为正常数，!（ t）为单位强度高斯白噪声。用 Fokker-pIanck-KoImogoroV（FpK）方程法可得到其

精确平稳响应概率密度为

pS（y，'y）= N - 1exp I
D （y2 + 'y2）- 1

2（y2 + 'y2）[ ]{ }2 （2）
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其中归一化常数

N = !D
8!k ek /2Derfc - k

2!( )D
（3）

取 k = 0.20，D = 0.20，时间步长取 0 .02SS。图 l 显示了概率密度精确解、直接 MCS 模拟（DMCS）与

改进的 MCS 模拟（RRSMCS）结果的比较。DMCS 与 RRSMCS 的样本容量均为 2000，响应时间为 400S。从

图 l（a）中可以看出，在整体的趋势上，RRSMCS 结果更加接近于精确解。图 l（b）是图 l（a）的局部放大，

可以看出，在低失效区域，RRSMCS 优势更加明显。在低概率区域，后者样本出现的数量较多，能够更准

确地估计低失效概率。

图 l 范德波 - 瑞利振子对白噪声的响应概率

Fig.l Probabiiity of white noiSe excited van der Poi-Rayieigh oSciiiator

! ." 剪切框架结构对地震载荷的响应［6］

l0 层剪切框架结构相对位移的运动方程为

 X + 2S0c0E~X +c2
0E（X +eX3）= Fag（ t） （4）

其中

E =

2 - l 0 ⋯ ⋯ 0
- l 2 - l ⋯ ⋯ 0
0 - l 2 ⋯ ⋯ 0

"
0 ⋯ 0 - l 2 - l
0 ⋯

















0 0 - l l

X3 =

x3l
x32

x3l













0

F =

l
l











l

ag（ t）为水平地面加速度，可以表示为零均值单位白噪声乘以演变函数

h（ t）= 2.32［exp（ - 0.09 t）- exp（l.49 t）］

取c0 = l0!S - l，S0 = 0.067，e= 8.0。响应时间取 6S，时间步长取 0 . 02SS。标准化第 i 层的位移为 Ui =
xi -ii

oi
，其中 xi 为第 i 层的位移，ii 和oi 分别为 xi 的均值和标准差。

DMCS 样本容量为 l0000，RRSMCS 样本容量为 l000。从图 2 可以看出，两者的模拟结果吻合得很

好。而后者只使用较少的抽样次数，只需要较少的计算时间就保证了较高的精度。
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图 2 剪切框架结构对地震载荷的响应概率

Fig.2 ProbabiIity of earthguake excited shear frame

! 结 论

非线性系统的随机振动，特别是非平稳随机激励下复杂系统的动态响性的求解，目前最合适的方法

只有 Monte CarIo 模拟方法（MCS）。相对于静态问题，动态随机模拟还没有通用有效的方差缩减技术。

本文根据样本响应量的统计特性，建立了样本重要性的判断标准，并采用俄罗斯轮盘赌和分裂（RRS）技

术处理样本，保证统计值不受影响。算例表明，该方法只需要较少抽样，就可以达到较高的精度，特别是

在低失效区域，与解析解吻合得很好。考虑到结构的失效概率一般都很小，本文提出的方法可以进一步

发展，用于非线性结构动态响应的失效概率的估计。
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