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求解传感器网络最大生存时间的最大流算法
X

潘晏涛,彭  伟,卢锡城
(国防科技大学 计算机学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:节能是传感器网络研究的中心问题之一,目的是延长网络的生存时间。因此对于一个给定网络,

很自然地关心它的最大生存时间是多少。从网络最大流的角度分析这个问题, 给出了求解传感器网络最大生

存时间确切值的算法。
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Maximum Flow Based Model and Method of the Maximum Lifetime

Problem of Sensor Networks
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Abstract:Maximizing the collective functional lifetime is clearly one of the biggest design objectives of any wireless sensor network.

For this purpose, it is important to find out the value of max imum lifetime of a sensor network exactly. In this paper, the lifetime

maximization was formalized for the mult-i source mult-i sink maximum flow problem of a directed graph with arc and vertex capacity

powers. Then a method was proposed to solve this kind of maximum flow problem.
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无线传感器网络是由微小的传感器节点借助无线通信以自组织的方式构成的数据采集网络。由于

能源受限,节能成为传感器网络研究的一个中心问题。节能的目的是延长网络的生存时间。所谓生存

时间一般是指从网络开始工作到出现第一个能量耗尽的节点为止的时间长度。

目前关于最大生存时间的研究主要有以下一些。文献[ 1]给出了生存时间的上界。随后的文献[ 2]

在文献[ 1]的基础上引入数据融合并通过优化路由节点和融合节点的角色分配给出生存时间的上界。

文献[ 3]提出了一个基于节点密度概率分布而非节点确切位置的模型框架,给出了生存时间的期望值。

文献[ 4]对每个节点上数据产生的过程进行了模型化,给出了关于生存时间的数学分析。上述研究给出

的是最大生存时间的上界或者期望值。另一类研究是以生存时间最大化为目标的路由研究。文献[ 5-

6]首次给出基于线性规划的生存时间模型和求解的启发式算法。同一作者随后在文献[ 7]中给出了一

个基于Garg-Koenemann方法的集中式近似算法。文献[ 8]在线性规划模型上提出了另一个启发式算法,

但在网络规模较大的时候扩展性不佳[ 9]。文献[ 10]在多物流线性规划模型上提出一个启发式算法,不

同于其它工作的地方是算法的近似程度有所保障。在较近的文献[ 11]中, 作者在线性规划模型上提出

一个基于树的快速算法以减少运行时间并提高可扩展性。文献[ 5- 11]都使用线性规划来形式化生存

时间最大化问题并提出了一系列启发式算法以求得近似解。

总的看来, 对生存时间的研究根据是否考虑数据融合, 是否考虑功率控制,可以粗分为 4类。其中

带有功率控制不考虑数据融合的一类问题曾被认为是NP 难的, 后来由于线性规划被成功地用来描述

此类问题,被证明在理论上是 P问题。但是到目前为止,仍然没有找到很好的多项式时间复杂度的方法

来求解精确值。为此,我们试图从最大流的角度对该问题进行研究。作为阶段性结果,在本文中给出不
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带功率控制的生存时间最大化问题的抽象模型和求解方法。首先给出问题的数学描述以及最大生存时

间、最优传输方案等概念的确切定义;然后通过使用虚顶点将该问题抽象为点弧权网络上单源单汇的最

大流问题;最后给出求解方法。

1  问题的抽象

考虑一个传感器网络。V 为节点集合; A 为链路集合; w ( v )为节点 v 上感知数据的产生速度; 节点

可用于数据传输的总能量限制为 p ( v) (考虑到数据发送的功耗远远超过接收功耗,假设 p ( v )只用于数

据发送)。所有节点都使用全向天线以相同功率覆盖一个圆形的通信范围。不失一般性,令单位数据传

输耗能为 1。不考虑数据融合。将传感器网络的节点作为图的顶点,将节点间的链路作为弧,将每个节

点的初始能量作为顶点上的权 p ( v ) ,传感器网络可以抽象为点权有向传输网络。

定义 1  N
s= ( V , A , p , X , Y)称为一个传感器传输网络(以下简称传感器网络) , 如果(1) G( V , A )是

一个简单有向图, V 为顶点集, A 为弧集; (2) p ( v) : V |y R
- 是 V 上的能量函数,对 Pv I V, p ( v)称为顶

点 v 的剩余能量; (3) X , Y是 V 中互不相交的两个子集,称为源集和汇集; I= V \ ( X G Y)为中间点集。

在定义 1的基础上,可以定义传感器网络上的最大流和最大生存时间。传感器网络中的流 f ( a) :

A | y R
- 除了要满足流的守恒条件还要满足能量约束, 即顶点上出口流量的总能耗不超过总能量。对

于H A V,引入记号N
+
(H ) ¦ {( v, u) | ( v, u) I A, v I H , u I V \ H } , N

-
(H ) ¦ { ( u, v) | ( u, v) I A,

v I H , u I V \ H }。对于 f ,引入记号 f
+

(H ) ¦ E
a I N

+
( H)

f ( a) 和 f
-

(H ) ¦ E
a I N

-
( H )

f ( a)。传感器网络的生

存时间是网络工作直至分割时为止的时间长度。同一个网络采用不同的传输方案有不同的生存时间。将

传输方案抽象为流,它应满足 f
+
( x ) - f

-
( x ) = T #w ( x ) , Px I X。当 vu I V使得p ( u) - E

a I N
+
( u)

f ( a)

= 0时, 网络发生分割,这时称f 为N
s的一个传输方案, T 为N

s在方案f 下的生存时间。相应地,可以定义

最佳传输方案和最大生存时间。

定义2  设N
s
= ( V , A , p , X , Y) 为传感器网络。f ( a) : A | y R

-
称为N

s
上的流,如果 E

a I N
+

( v )

f ( a) [

p ( v) , Pv I V且f
+
( v) = f

-
( v) , v I I。记 val ( f ) ¦ f

+
( X ) - f

-
( X )为流f 的值。如果存在f 使得f

+
( x )

- f
-

( x ) = T # w ( x ) , Px I X 且p ( u) - E
a I N

+
( u)

f ( a ) = 0, v u I V,则称 f 为N
s的一个传输方案, T 为

N
s 在方案f 下的生存时间。如果不存在 fc及其对应的Tc,使得Tc> T ,则称f 为最佳传输方案, T 为最大

生存时间,记为 T
* 。

下面,先给出N
s 的变形网络的定义,然后建立N

s 的最大生存时间和它的变形网络的最大流之间的

关系。

定义 3  设 N
s
= ( V , A , p , X , Y)为传感器网络, T> 0, 则 N

s
T= ( Vc, Ac, c , pc, s , t )称为 N

s
关于T 的

变形网络,如果(1) Vc= V G { s, t } ; (2) Ac= A G A s G A t ,其中 A s= { ( s , x ) | x I X } , A t= { ( y , t ) | y I Y} ;

(3) c( u, v)=
T#w ( v ) ,  u= s

] ,    其它
; (4) pc( v)=

p ( v) ,  v I V \ Y

] ,   其它
。

f ( a) : A | y R
- 称为N

s
T 上的流,如果 E

a I N
+

( v )

f ( a) [ p ( v) , Pv I Vc且0 [ f ( a) [ c( a) , Pa I Ac

且 f
+

( v ) = f
-

( v) , v I Vc \ { s, t }。

引理1  设N
s为传感器网络,其最大生存时间为 T

*
, T > 0, N s

T 为N
s关于T 的变形网络, f

s , T
max为N

s
T

的最大流,则 T [ T
*
的充要条件是 val ( f

s , T
max) = E

x I X

T # w ( x )。

证明  必要性:由于 T [ T
*
,所以存在 N

s 的流f 使得f
+

( x ) - f
-

( x ) = T # w ( x ) , Px I X。构

造 fc( u, v) =

T # w ( v) ,     ( u , v ) I As

f
-

( u) - f
+

( u) ,  ( u, v) I A t

f ( u, v) ,     其它

。容易验证 fc为N
s
T的流, 且 val ( fc) = E

x I X

T # w ( x )。另
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一方面, ( { s} , Vc \ { s } ) 为N
s
T 的割,且容量不超过 E

x I X

T # w ( x ) , 因此对 N
s
T 的任意流f

s , T有 val (f
s , T

) [

E
x I X

T # w( x ) = val( fc)。所以 fc为N
s
T 的最大流且val (f

s , T
max) = val (f c) = E

x I X

T # w ( x )。

充分性:采用反证法,假设T > T
* 。构造f ( a ) = f

s , T
max( a) , P a I A ,容易验证 f 是N

s的流,且 val ( f )

= val (f
s , T
max) = E

x I X

T # w ( x ) > E
x I X

T
* # w( x )。根据定义 N

s 的最大生存时间不小于T。这与 T
* 为最大

生存时间的已知相矛盾。

根据引理 1,我们有以下定理。

定理 1  设 N
s
= ( V , A , p , X , Y) 为传感器网络, T > 0, N

s
T 为N

s
关于T 的变形网络, f

s , T
max为 N

s
T 的

最大流,则 N
s
的最大生存时间T

*
为满足 val (f

s , T
max) = E

x I X

T # w ( x ) 的最大 T。(证明略)

进一步,令 H( T ) =

1,  val (f
s , T
max) = E

x I X

T # w ( x )

0,  val (f
s , T
max) < E

x I X

T # w ( x )

, 并定义无穷序列{ T i } ( i = 0, 1, 2, ,) , 其中 T 0

= 0, T 1为生存时间上限,序列的其它项通过以下算法产生。

算法 1  Algorithm-BisectionSearch

第一步:令 T low = T 0, Tup = T 1, i = 0。

第二步: T i+ 2= Tup - T low / 2;若 H( Ti+ 2)= 0,则令 T up= Ti+ 2,否则令 T low = T i+ 2;令 i= i+ 1, 转第二

步。

由定理1可知 lim
i y+ ]

{ T i }= T
*
。因此,只要求解 N

s
T= ( Vc, Ac, c , pc, s , t )的最大流,就可以利用算法

1求得对应传感器网络的最大生存时间。N
s
T = ( Vc, Ac, c , pc, s, t )是一个既有点权又有弧权的有向网

络,下面给出求解方法。

2  点弧权网络的最大流

首先给出对点弧权网络的一般定义以及流的定义。

定义 4  称 N = ( V , A , c, p , s , t )是一个带有点权和弧权的传输网络(以下简称网络) , 如果

(1) G( V , A)是一个简单有向图; (2) c( a) : A |y R
- 称为弧权函数,对 Pa I A, c( a)称为弧 a 的容量,表

示弧上允许通过的最大流量; (3) p ( v) : V |y R
- 称为点权函数, 对Pv I V, p ( v)称为顶点 v 的容量,表

示顶点 v 上允许的最大出口流量; (4) s , t 是V 中互不相同的两个顶点,称为源和汇; 除了源和汇以外的

其它节点称为中间点。

定义 5  f ( a) : A | y R
- 称网络N 的一个流,如果: (1)0 [ f ( a) [ c( a) , Pa I A ; (2) E

a I N
+

( v )

f ( a)

[ p ( v) , Pv I V; (3) E
a I N

+
( v)

f ( a) = E
a I N

-
( v )

f ( a ) , Pv I V \ { s , t }。在网络中,可以定义点弧集合 K =

{ k | k I V D k I A } 为割, 并记 cap (K ) = E
k I K HV

p ( k ) + E
k I K HA

c( k) 为 K 的割容量。可以证明在上述定

义中, 最大流最小割定理仍然成立。限于篇幅原因, 我们略掉这部分证明。它有两个推论: ( 1) val (f ) [

cap (K ) ; Pf , K ; (2) 若 val (f ) = cap (K ) , 则 f 是最大流, K 是最小割。

类似弧权网络, 点弧权网络上也可以定义伴随网络 N (f ) = ( V, A
0
= A

0
+ G A

0
- , c

0
, p

0
, s , t ) , 其中

A
0
+ , A

0
- 分别为正向弧集和逆向弧集, p

0
( v) = p ( v )- f

+
( v )。在 N ( f )上寻找可行路是求解的关键,它

由寻找可行弧的过程组成,包括两个步骤: (1)判定从当前顶点出发是否有满足条件的弧; (2)度量相应

弧形成的约束以便计算可行路现有部分的容量。在传统的弧权网络上, 这个过程比较简单 ) ) ) 从当前
顶点出发的所有容量不为0的弧都是满足条件的弧,新弧形成的约束就是弧上的容量。在点弧权网络

中,可行弧的判定及其约束的度量要复杂一些。一条正向弧上的单位流量要消耗弧尾顶点 1个单位的

能量,对弧头顶点则没有影响。而一条逆向弧上的单位流量将使弧头顶点上的能量增加 1个单位, 对弧

尾顶点则没有影响。因此判断一条弧是否可行要考虑以下两个因素: ( 1)当前顶点上有多少剩余能量;
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(2)待判定的弧是正向弧还是逆向弧。根据这两个因素的不同组合,对弧的可行性判定和约束度量可以

分为几种不同的情况。

设当前顶点为 v ,可行路的现有部分在当前顶点的入弧是( u, v ) ,待判定的出弧是( v, w )。

情况 1  ( v , w ) I A
0
- 。这时出弧为逆向弧,在其上增加流量相当于减少当前流 f 在对应的正向弧

上的流量,因此不消耗当前顶点 v 上的能量。这时不需要进一步考虑其它因素, 可以判定出弧可行,形

成的约束为 c
0
( v, w )。

情况 2  ( v, w ) I A
0
+ 且( u, v) I A

0
+ 且 p

0
( v )> 0。这时出弧为正向弧,在其上增加流量要消耗当前

顶点 v 上的能量。入弧也是正向弧, 其上到来的新增流量对顶点 v 上的能量没有增益。因此必须有

p
0
( v )> 0才能保证出弧( v, w )为可行弧。出弧上形成的约束为min{ p

0
( v ) , c

0
( v , w ) }。

情况 3  ( v, w ) I A
0
+ 且( u, v) I A

0
- 。这时出弧为正向弧, 在其上增加流量要消耗当前顶点 v 上的

能量。虽然顶点 v 上的能量可能低至 0,但是入弧为逆向弧, 其上到来的流量会增加顶点 v 上的能量。

入弧上到来的单位流量对顶点 v 的能量增益抵消了出弧上单位流量对顶点的能量消耗,因此出弧可行

且出弧上形成的约束为 c
0
( v, w )。

除上述3种情况外,出弧均不是可行弧。根据上述分析, 我们对可行路及其容量定义如下。

定义 6  设 f 是网络N = ( V , A , c, p , s , t )的一个流, N ( f )是 N 关于流f 的伴随网络, N (f )的一条

s- t点弧交错序列P 称为可行 s- t 路,如果( 1) c
0
( P ) > 0, 其中 c

0
( P ) ¦ min{ c

0
( a ) | a I P } ; (2)对于

Pv I P \ { t } , (2. 1)若 v = s, 则 p
0
( v ) > 0; (2. 2)否则对( u , v) , ( v, w ) I P 满足以下 3条中的至少一

条: ( 21211 ) ( v, w ) I A
0
- ; ( 21212 ) p

0
( v ) > 0; ( 21213 ) ( u, v ) I A

0
- 。令 d

0
( v, w ) =

c
0
( v, w) ,       ( v, w ) I A

0
- 或( u , v ) I A

0
-

min{ p 0( v ) , c0( v , w ) } ,  ( v, w) I A
0
+ 且( u, v ) I A

0
+ 且 p

0
( v) > 0

, d
0
( s, v ) = min { p

0
( s ) , c

0
( s , v ) } , 称

d
0
( P) ¦ min

a I P
{ d

0
( a) }为路 P 的容量。

定理 2  f 是网络N 的最大流的充要条件是在N (f )中不存在可行的 s- t 路。

证明  必要性是显然的, 我们给出充分性的简要证明。设 K 是网络N 的最小割。假设 f 不是网络

N 的最大流,则 K 在f 下尚未饱和或者尚未基本饱和。如果 K 未饱和则一定可以找到可行的 s- t 路,

这与已知矛盾。如果 K 已饱和但未基本饱和,则存在割内的顶点间非零流量。不失一般性, 设割顶点

u , v 之间存在非零流。由于 K 是最小割,所以对于任意割顶点 u, 在 N ( f )上一定存在可行的 s- u 路

和u- t 路。而在割顶点 u, v 之间存在逆向弧( v, u)。所以根据定义,存在可行路 s- v - u- t。这与已

知矛盾。

3  点弧联合双向调整算法

下面给出点弧联合双向调整算法。

算法 2  Algorithm-MFACVC2

设N = ( V, A , c, p , s, t )是一个网络, f 是初始流; T 表示N( f )中以 s 为根的有序树; R 为T 中已经

生长完成的顶点集合。T 中每个顶点 v 对应有 2个标号 l 1( v)和 l2( v )。设 P 为T 上唯一的可行 s- v

路,则令 l1( v) = d
0
( P ) , l 2( v )=

+ u,  ( u, v) I P HA
0
+

- u,  ( u, v) I P HA
0
-

。

第一步:令 T = { s } , l 1( s) = p
0
( s) , l2( s )= - 1, R= ª。

第二步:若 T \ R= ª, 则 f 是最大流。

第三步:取 T \ R 中第一个顶点u 作为生长顶点。

第四步:若在 N ( f )中割( T , �T )不包含以 u 为起点的弧( u , v )满足以下三个条件中的任意一条:

(1) p 0( u)> 0, (2) ( l 2( u) , u) I A
0
- , (3) ( u, v ) I A

0
- , 则令 R= R G { u }并转第二步。

第五步: 取 ( u, v ) I ( T , �T ) , 令 T = T G { v }、l 1 ( v ) = min { l1 ( u ) , d
0
( u, v ) }、l 2 ( v ) =
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+ u,  ( u, v) I A
0
+

- u,  ( u, v) I A
0
-

。

第六步:若 v X t , 则转第四步。

第七步:逆向追踪求出可行 s- t 路P, 对( u, v) I P ,令 f ( u, v) =
f ( u , v )+ l 1( t ) ,  l2( v) = + u

f ( u , v )- l 1( t ) ,  l2( v) = - u
,

重新计算伴随网络 N (f )并转第一步。

下面分析算法 2的复杂度。令 n 为顶点数, m 为弧数。引入记号 Df ( u, v)表示伴随网络N ( f )上顶

点 u, v 之间的最小距离,以间隔的弧数表示。对于算法 2的每一次可行路调整,可以证明:对 Pv I I , Df

( s, v)单调不减。进一步可以证明算法 2在至多 ( ( n( m+ n) )步后即因找不到新的可行路而终止。由

于篇幅原因,我们略掉这部分证明。由于算法 2第三到第七步的基本复杂度为 ( ( m ) , 所以算法 2的总

复杂度为 ( (mn( m+ n ) )= ( ( m
2
n)。该算法的原型是 Edmond-Carp算法, 如果采用其它复杂度更小的

最大流算法作为基础[ 12- 14]
,性能可以继续提高。

4  小 结

求解传感器网络生存时间的确切值是一个既有理论意义又有直接应用价值的问题。在以往研究的

基础上,我们以最大流模型抽象生存时间最大化问题, 所得到的模型表达能力较强, 不但可以给出最大

生存时间的确切值, 而且算法的复杂性低,收敛性和收敛速度都有保证。下一步,准备在考虑节点带有

功率控制能力的情况下, 对最大生存时间和最佳传输方案问题从最大流的角度进行建模。
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