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一个分析与计算曲面结构的有效方法!
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摘 要：给出了一种分析计算 CAD 曲面模型的数值方法。该方法将构成 CAD 模型的曲面片视作计算单

元（面素单元），建立各面素单元的控制方程，再结合 CAD 曲面模型的流形特征组装各个单元控制方程以求整

体解。面素单元的控制方程可根据问题的求解目标分别利用有限元—边界元耦合、有限元—无单元及其他耦

合形成。结合线弹性问题的求解，系统地介绍了面素单元法的单元划分与处理、单元控制方程建立等核心 环

节。还给出了一个分析三倒圆过渡面静载荷变形的实例及其与 ANSYS 对照的结果。
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An Efficient Numerical Method to Compute and Analyze
CAD Surface Model
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Abstract：This paper presents a numericaI method to compute CAD surface modeIs . The method first divided a CAD modeI into a

seguence of subfieIds，each of which is a simpIe surface-patch of the CAD modeI . Then，by setting up the governing eguations for the

patch-eIement，it computed the totaI fieId by assembIing governing eguations of aII subfieIds into the gIobaI eguations of the totaI fieId

according to the manifoId structure of the CAD modeI . The eIement’s governing eguations can be formed by coupIing finite eIement（FE）

with boundary eIement（BE），and FE with eIement free（EF）or eIse according to the objective of the computed probIems . The paper

systematicaIIy demonstrates the key procedures of seIecting eIements and setting up governing eguations via a soIution process of Iinear

eIastic probIems . A numericaI exampIe with comparison to ANSYS computation is shown in the anaIysis of deformation on a bIending

surface of three-rounded corner . FinaIIy the static Ioads are presented before the paper comes to an end .

Key words：CAD modeI；manifoId；Iinear eIastic deformation；structure anaIysis

工业产品表面在几何上一般表达为分段分片连续的复杂曲面，故其建模和工程分析在数学上归结

为复杂曲面的力学性能分析，亦即对复杂曲面在力作用下的变形过程进行仿真和模拟。有限元（FEM）、

边界元（BEM）、石根华的数值流形方法（NMM）［1 - 2］和无网格 GaIerkin 方法（EFGM）［3 - 4］是常用的数值方

法，在计算的实现上各有千秋。有限元是以对计算模型进行有限元网格划分为前提的，边界元以将求解

域内的积分转换到边界单元的计算为基础，无网格 GaIerkin 方法则将求解域内的连续积分转换为域内

有限个离散点的计算。由于复杂曲面的网格划分是复杂且耗时的工作，使得有限元在处理动态成型过

程模拟、裂纹演变等工程问题上不尽如意［5 - 6］。尽管边界元对于简单曲面结构的计算域表现出很好的

性能，但是对于具有流形结构的复杂 CAD 模型还没有行之有效的处理方 法，尤 其 在 求 解 基 本 解 方 面。

石法和无网格 GaIerkin 方法在稳定性、时效问题等方面还不能与有限元、边界元方法媲美［7］。

利用 FEM 与 BEM 的优点，将二者耦合起来解决问题很早就成为工程分析的一个重要手段［8 - 9］，并

且一直是计算力学研究的热点［10 - 12］。启发于这种思想，笔者在文献［13］里提出了基于 FEM-BEM 耦合
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的面素单元方法（PEM）。面素单元法依据复杂曲面流形结构的局部可解析性与全局关联性，将 CAD 模

型计算域按照其曲面片的数学边界划分成若干互相关联的计算子域（即面素单元），建立各面素单元的

控制方程，经组装以求整体解。文献［13］详细介绍了 PEM 法的原理和基本特征。本文结合线弹性问题

的求解，系统地介绍了面素单元法的单元划分与处理、单元控制方程建立等核心环节。文章首先介绍了

面素单元的选取和处理，然后依据加权余量原理推导出线弹性问题面素单元的控制方程，最后给出了一

个分析三倒圆过渡面静载荷变形的实例及其与 ANSYS 对照的结果。

1 PEM 计算单元的划分与处理

由文献［13］知，CAD 模型表面实际上是由简单曲面片拼接而成的二维流形，其流形表达式为

S =!
O
UO

这里 UO 代表一张具有精确数学参数表达式 UO = UO（ U，U）简单曲面片，相邻两个简单曲面片 UO、UB 至

少满足 C0 连续且不相互重叠。

PEM 取简单曲面片 UO 作为计算单元，并作如下处理：

（1）沿 UO 的原有边界!O =｛YO1，YO2，⋯，YOn｝作虚拟边界Pc =｛Y1，Y2，⋯，Yn｝，将 UO 分为两个部分：

"1，"2，如图 1（a）所示；

（2）对区域"1，采用边界元分析线弹性问题，采用无单元法分析非线性问题；

（3）对区域"2，用有限元分析，并基于"2 建立 UO 与相邻简单曲面片之间的联结关系；

（4）将两个区域的控制方程按照有限元格式进行耦合，形成单元控制方程。

由于 CAD 模型上的简单曲面片都具有数学解析式，故对计算单元作以上处理有如下优点：

（1）可以利用边界元法或无单元法处理区域"1；

（2）区域"2 易于进行有限元网格划分；

（3）相邻单元 UO、UB 可通过有限元耦合关联，如图 1（b）所示。

图 1 PEM 的计算单元选取与处理

Fig .1 Selection and process of PEM elements

2 单元上线弹性问题的积分关系式

由上节分析，PEM 采用边界元、有限元耦合计算线弹性问题。为此，假定单元 UO 上"1、"2 两个部

分在虚拟边界Pc 上的法向量为 n，位移为 Uc，面力为 Pc；记#，f 分别为单元上的应力与体力，那么采用

张量表示则存在以下关系：

单元上的平衡微分方程：

Oij，j + fi = 0 （1）

"1 的边界条件：pi =Oijnj = pc
i （ i，j = 1，2，3）（在Pc 上）

"2 的边界条件：pi =Oijnj = pOi （ i，j = 1，2，3）（在PO 上）

pi =Oijnj = pc
i （ i，j = 1，2，3）（在Pc 上）

现在分别考虑"1 及"2 上的积分方程。首先对 "1 用加权余量法，取 权 函 数 为 虚 位 移 U"i ，由 式

（1）得：
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!
O2

（Oij，j + fi）U"i dO = 0 （2）

由于

（OijU"i ），j = Oij，jU"i +OijU"i，j （3）

得

!
Ol

Oij，jU"i dO =!
Ol

［（OijU"i ），j］dO -!
Ol

OijU"i，jdO

依据 Green 公式!
Ol

［（OijU"i ），j］dO =!
Pc

OijIjU"i dP及边界条件OijIj = pi，得

!
Ol

OijU"i，jdO =!
Ol

fiU"i dO +!
PC

piU"i dP （4）

设E"ij 、O"ij 是对应于 U"i 的应变与应力，即

E"ij = l
2（ U"i，j + U"j，i）， O"ij = 2GE"ij +RE"kkSij

这里 G、R为 Lame 常数。

再由应力张量的对称性得：

OijU"i，j =（
l
2OijU"i，j + l

2OjiU"j，i）= Oij（
l
2 U"i，j + l

2 U"j，i）= OijE"ij

由功互等原理知!
Ol

OijU"i，jdO =!
Ol

O"ij Ui，jdO，结合式（4）得：

!
Ol

fiU"i dO +!
PC

piU"i dP =!
Ol

Uif"i dO +!
PC

Uip"i dP （5）

将O"ij，j + f"i = 0 代入式（5），经整理可得：

!
Ol

O"ij，jUidO +!
Ol

fiU"i dO = -!
PC

piU"i dP +!
PC

Uip"i dP （6）

此即力的边界条件下边界元方法的一般积分关系式。

参考文献［l4］的虚位移选择及推导过程，选择虚位移 U"i 使得下式成立：

O"ij，j +S（ ! " #）ei = 0

这 里，S为 Diarc -S函数，ei 是单位矢量在第 i 个方向上的分量，最后得到!l 内点以及边界点上的边界积

分方程：

Ui（#）=!
PC

pC
j U"ij（#，!）dP +!

Ol

fjU"ij（#，!）dO -!
PC

p"ij（#，!）UC
j dP （7）

cij（#）Uj（#）+!
PC

p"ij（#，!）UC
j dP =!

PC

pC
j U"ij（#，!）dP +!

Ol

fjU"ij（#，!）dO （8）

其中

cij（#）= Sij + Iim
E#0!

PE

p"ij（#，!）dP（ !）

以下推导!2 上的有限元控制方程。首先写出弹性力学的加权余量式

!
!2

（Oij，j + fi）SUidO =!
PC

（ pi - pC
i ）SUidP +!

PO

（ pi - pOi ）SUidP （9）

对式（9）左端利用式（3）进行类似的处理，则有

!
!2

Oij，jSUidO =!
PC$PO

SUiOijIjdP -!
!2

OijSUi，jdO
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又Ei =（
1
2 Ui， + 1

2 U ，i ），且Oi I = pi ，结合式（9）得到有限元的控制方程：

!
!2

Oi SEi dO =!
!2

fiSUidO +!
PC

p C
iSUidP +!

PO

pOiSUidP （10）

若将SUi 视作满足位移约束的虚位移，则得到式（10）的虚功原理泛函表达式。

!（ U）=!
!2

Oi Ei dO -!
O1

fiUidO -!
PC

p C
i UidP -!

PO

pOi UidP （11）

将上式中的体力、面力转化为等效节点力，运用 Ritz 法，可得到控制方程的适合于计算机处理的离

散形式。

! 单元上的离散控制方程

为了方便计算机处理，采用以下方式进行单元离散：

（1）在虚拟边界PC 上取 I 个节点，将边界PC 划分为 I 段；

（2）在原有边界PO 的相应位置取 I 个节点，并将两条边界上的对应节点连接。

结合式（8）、式（11），可得到控制方程的离散形式：

HJ1
C = GP1

C + B （12）

KJ = F + D （13）

K2
11 K2

12

K2
21 K2

2
[ ]

2

J2
C

J







"

=
F2
C

F







"

+
D1

D( )
2

（14）

这里 J1
C，P1

C，B 分别是虚拟边界上边界元节点的位移矢量、面力矢量和体力矢量，H、G 是按照边界元

控制列式产生的矩阵，JO，J2
C 分别是有限元列式在边界PO 及PC 上的位移矢量，FO，F2

C 是对应的边界

面力，D1，D2 为!1、!2 的体力。

式（14）、式（12）耦合的关键在于对面力 P1
C 和 F2

C 的处理，前者取的是面力函数在节点处的值，后者

却是将面力等效为节点集中力所得。由此不难根据力做功的等效性得到二者的关系：

F1
C = MP1

C （15）

这里 M 为等效力矩阵，可参考文献［14］之式（5 .9 .13）计算。

把式（15）代入式（12）可以得到：

K1J1
C = F1

C + D3 （16）

其中，K1 = MG - 1H，F1
C = MP1

C ，D3 = MG - 1B。

通过平衡条件和相容性条件：

F1
C = F2

C = FC

J1
C = J2

C = J{
C

（17）

由式（14）、式（16）最后可以得到耦合后的方程组：

K2
11 K2

12 - 互

K2
21 K2

22 0

K1 0 -









互

JC

JO
F









C

=

0
FO









0

+

D1

D2

D









3

（18）

此即单元上的离散控制方程。求此方程组可以得到 JC ，JO，FC ，代入式（15）便可求得 P1
C ，利用式（7）便

可得到域!1 内任一点的位移。

" 数值算例

三倒圆过渡面是 CAD 模型的一种典型结构，广泛存在于工业产品中。本节给出了此结构在静载荷

作用下的变形分析结果，并给出了分析结果与通用有限元软件 ANSYS 在同样条件及约束下的分析结果

对照。
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! !" 计算模型及相关参数

三倒圆过渡面的几何模型如图 2（a）所示。由图可见，该模型由 7 个简单曲面片组成，具有典型的流

形结构。计算中赋予该模型的物理参数为：

表 l 计算模型的物理参数

Tab .l MateriaI parameters for the computation

计算模型 弹性模量 泊松比 厚度（mm） 载荷（N）

线弹性 2 !07 X l0ll 0 !3 2 3000

选择载荷作用点为三倒圆过渡面的几何中心，沿内法线方向，所有边界全部固定。以下是用 ANSYS
自带的 FEM 求解器和 PEM 求解的分析对照。

! .# 网格模型比较

图 2（b）、（c）分 别 是 利 用 ANSYS 网 格 划 分 工 具 划 分 的 FEM 网 格 与 PEM 网 格。从 图 中 可 以 看 出，

FEM 需要在整个求解域上划分网格；PEM 则只需在模型解析曲面片的数学边界上构造边界桥并划分网

格，显著地降低了网格划分工作量。

图 2 FEM 与 PEM 的网格对照

Fig .2 Comparison of mesh modeIs between FEM and PEM

! .$ 计算结果对照

结合图 2（a）所示的约束及表 l 给出的计算模型参数，分别调用 ANSYS 自带的 FEM 求解器及笔者设

计的 PEM 求解器，可分别得到等效应力等值线分布图如图 3 和图 4 所示。

图 3 FEM 分析的等效应力等值线分布示意图

Fig .3 Stress distributive cunes computed by FEM
图 4 PEM 分析的等效应力等值线分布示意图

Fig .4 Stress distributive curves computed by PEM
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表 2 FEM 分析的等值线等效应力值

Tab .2 Stress value via FEM

等值线 A B C D E

等效应力值 83 .562 250 .287 417 .012 583 .737 750 .462

等值线 F G H I

等效应力值 917 .187 1084 .356 1251 .432 1417 .843

表 3 PUM 分析的等值线等效应力值

Tab .3 Stress value via PEM

等值线 A B C D E

等效应力值 83 .943 250 .290 417 .012 583 .736 750 .462

等值线 F G H I

等效应力值 917 .187 1084 .360 1251 .435 1417 .863

对计算结果的等效应力等值线图 3 和图 4 进行比较，同时结合表 2、表 3 所示的等效应力值，可以看

出二者的分析结果基本吻合，表明 PEM 是有效的。
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