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非自伴情形下时滞抛物方程的惯性流形*

朱健民，李 祥，黄建华

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：利用 Lyapunov-perron 方法在适当的谱间 隙 条 件 和 适 当 小 的 时 滞 假 设 下，证 明 了 一 类 非 自 伴 算 子

情形下半线性时滞抛物方程惯性流形的存在性。
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Inertial Manifolds of Parabolic Partial Differential Eguations with
Time Delays in the Non-self Adjoint Case
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（Coiiege of Science，Nationai Univ . of Defense Technoiogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The present paper deais with the iong time behavior of semiiinear paraboiic eguations with time deiays in the non-seif

adjoint case . Under the condition of right spectrai gap and the assumption of properiy smaii deiay time，the existence of inertiai manifoids

is proved by Lyapunov-perron method .
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无穷维动力系统的长时间性态到目前为止已得到广泛的研究，其中惯性流形是一个非常重要的研

究对象，通过它可以将无穷维动力系统的长时间性态约化为有限维空间中常微分方程解的长时间性态。

例如文献［2，5］研究了

du
d t + Au = F（ u） （1）

在适当的谱间隙条件下惯性流形的存在性。对于偏泛函微分方程，文献［3］研究了一类半线性时滞抛物

方程

du
d t + Au = B（ ut）， u（!）= u0 C"， ! ［ - r，0］ （2）

解的长时间性态，并在 A 为自伴算子且有紧的逆算子的假设下证明了惯性流形的存在性。然而在许多

情况下 A 并不都是自伴算子，文献［2，5］的结论就不一定成立，因此需要研究在非自伴情形下的相关结

论。由于非自伴算子的谱性质要比自伴算子的谱性质复杂得多，关于此类情形的研究结果不多。文献

［4］研究了方程（1）当 A 为非自伴算子时解的长时间行为，证明了惯性流形的存在性。受文献［3 - 4］的

启发，我们考虑式（2）当 A 为非一类自伴算子时的长时间性态，利用 Laypunov-perron 方法证明系统（2）存

在惯性流形。

为便于讨论，作如下假设：

（H1） 1 B（ 1）= B0（ 1（0））+ B1（ 1） （3）

 B0（W1）- B0（W2） sM0 A"（W1 - W2） ， W1，W2 D（ A"） （4）

 B1（ 11）- B1（ 12） sM1 I 11 - 12 I C
"

， 11，12 C" （5）
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其中 C = C（ - r，0；D（ A ）），I 1 I C
 
 sup  ［ - r，0］ A 1（ ） ，B0：D（ A ） H，Bl：C  H，M0，Ml 为正常

数。

（H2）A 是一类非自伴算子（其定义和性质与文献［4］相同，在此略），投影算子 P = PO = l
2! 

PO

R（? ，

A）c? ，0 = I - P。

附注：当 A 是非自伴算子时， P L（ H） l。定义 N（O ）= l
2! 

PO

 R（? ，A）\ c?  。由文献［4］可知，

N（O ）有界，且有  P L（ H） N（O ）。

命题 ! "!［l0］   > 0，A ：D（ A ） H 是稠定算子，对于O    0，有 D（ AO ） D（ A ）。而且对任意

给定的  0，T（ I）映 H 到 D（ AO ），I > 0，且满足

 A T（ I） L（ H） M I
- e -8 I （6）

这里 0 <8  8 0，M > 0。设 TP（ I），T0（ I）分别表示由 - AP，- A0 在 HP = PH，H0 = 0H 上生成的算子半

群。假设选取O =O g，使得

O（ A） ｛? ：O p Re?  O g｝=> （7）

此时式（6）变为

 A 0T0（ I） L（ H0
） M I

- e -O gI （8）

由文献［8 - 9］可知系统（2）存在唯一解 U（ I），使得 U（ I）= e- IAU（0）+ 
I

0
e-（ I -1 ）AB（ U1 ）c1（ I  0），

因此可以定义半群 S（ I）使得 UI = S（ I）U0（ I  0），其中 U0，UI  C 。

定义 C 中的投影算子 P̂，̂0 如下：̂PP = e
- APP（0）， P  C ，̂0 = l - P̂。

! 主要结果

定义7 =O p +HO  p（sec w0） ，M（7 ，r）= M0 + Mle7 r，8 =
2
H

M（7 ，r）N（O ）。其中 H > 4N（O ）（ M0 +

Ml）。下面给出本文的主要结果。

定理 假定如下谱间隙条件

O（ A） ｛?  C，O p Re?  O g｝=P （9）

O g -O p >HO  p（sec w0） + M （O g -O p） P（l - ） （l0）

成立，且 r 足够小，使得

8 = N（O ）
2
H

M（7 ，r）< l2 （ll）

则存在 Lipschitz 映射 ：PH （l - P̂）C ，使得 N 维流形H =｛p̂（ ）+ （ p̂（0）， ）：̂p（ ） p̂CO ｝ CO 为

满足下列性质的惯性流形：

（l）Lipschitz 条件：

 A （ （ pl， ）- （ p2， ））  8
l -8

e -7  A （ pl - p2） （l2）

（2）正不变性：

S（ I）H  H ， I 0 （l3）
（3）指数吸引性：对任意 U0 CO ，存在 U 0  C ，使得下式成立

I SIU0 - SIU 0 I C
 
 4e -7

（ I - r）I（l - P̂）U0 - （PU0）I C
 

（l4）

# 定理的证明

定义E -
 ，T =｛1（ I）：I 1 IT = esssup I $ -

｛eT I A 1（ I） <  ｝｝及其上面的映射
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B -
p［ 1］（ I）= e- IAp + 

I

0
e-（ I -T ）APB（ 1T ）dT + 

I

-  
e-（ I -T ）AOB（ 1T ）dT ， I S 0 （15）

其中 pG PH。下证映射 B -
p（·）在E -

B ，Y 中存在不动点。显然 B - 1
p （·）将E -

B ，Y 映到它自身。由文献［4］知

 ABPe - IAP S（sec w0）BO BpN（O ）e -O pI， IS0 （16）

由式（3）~（5）可得

 B（ UT ）- B（ 1T ） Se -YT M（Y ，r）I U - 1 IY ，U，1GE -
B ，Y ， IS0 （17）

由式（8），（16），（17）知，对任意 pG PH，11，12GE -
B ，Y ，有

I B - 1
p ［ 11］（ I）- B - 1

p ［ 12］（ I）IY

S
O Bp（sec w0）B

Y -O p
+ MB（O g -Y ）B - 1I（1 -B[ ]） N（O ）M（Y ，r）I 11 - 12 IY （18）

由已知条件Y =O p +JO Bp（sec w0）B ，则当式（9）~（11）成立时可得 B - 1
p （·）的压缩性质，因此方程

1（ I）= e- IAp + 
I

0
e-（ I -T ）APB（ 1T ）dT + 

I

-  
e-（ I -T ）AOB（ 1T ）dT ， I S 0 （19）

存在唯一的解 1（ I）。

定义算子 ：PH-（1 - p̂）CO 如下：

 （ p，6 ）= 
6

-  
e-（6 -T ）AOB（ 1T ）dT - 

0

6
e-（6 -T ）APB（ 1T ）dT E 1（6 ，p）- e- A6 p

其中 1T（6 ）= 1（T +6 ），1（ I）= 1（ I，p）为方程（19）的解。下证 （ p，6 ）为 Lipschitz 映射。

 AB［ 11（ I，p1）- 12（ I，p2）］ 

S  e- IAAB（ p1 - p2） + 
0

I
 AB e-（ I -T ）Ap · B（ 11T ）- B（ 12T ） dT

+ 
I

-  
 AB e-（ I -T ）AO · B（ 11T ）- B（ 12T ） dT

S e- IO p AB（ p1 - p2） + 8 I 11 - 12 IY ·e-Y I

其中 11，12 分别为对应 p1，p2 的方程（19）的解。

于是有

I 1（·，p1）- 1（·，p2）IY <（1 -8 ）- 1 AB（ p1 - p2） （20）

由此可得 AB（ （ p1，6 ）- （ p2，6 ） S 8
1 -8

e -Y 6  AB（ p1 - p2） 。因 此，式（12）成 立。类 似 于 文 献

［3］，易证式（13）。

最后证明式（14）。定义连续函数空间 ! +
B ，Y 如下：

! +
B ，Y =｛w I I w IY ，+ = esssup IB - r｛eY I AB w（ I） <  ｝

记 ĝ（6 ）=（1 - p̂）Ue0（6 ）-（1 - p̂）U0（6 ）。假定

w（ I）I I =6 G［ - r，0］ = ĝ（6 ）- e- A6 
 

0
eT Ap［B（wT + UT ）- B（ UT ）］dT （21）

w（ I）= e- IAĝ（0）+ 
I

0
e-（ I -T ）AO（B（wT + UT ）- B（ UT ））dT

- 
 

I
e-（ I -T ）AP（B（wT + UT ）- B（ UT ））dT ， I B 0 （22）

注意到 Ue0（6 ）GJ ，则有（1 - p̂）Ue0（6 ）=  （ pUe0（0），6 ），于是

ĝ（6 ）= -［（1 - p̂）U0］（6 ）+ （ pU0（0）- 
 

0
eT Ap（B（wT + UT ）- B（ UT ））dT （23）

下面只需证明 w（ I）的存在性，亦即证明映射
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! +（ w）（ t）=

ĝ（ t）- e- At 
 

0
eTAP［ B（ wT + UT）- B（ UT）］dT， - r S t S 0

e- Atĝ（0）+ 
t

0
e-（ t -T）A0［ B（ wT + UT）- B（ UT）］dT

- 
 

t
e-（ t -T）AP［ B（ wT + UT）- B（ UT）］dT， t B











 0

在 ! +
B，Y中存在不动点。

假定 w （ t）G! +
B，Y（  = 1，2）。令 D （T）= B（ w T + UT）- B（ UT），则有

 D1（T）- D2（T） SeYTM（Y，r）l w1 - w2 lY，+ ， V w1，w2G! +
B，Y

当 tB0 时， AO（! +（ w1）（ t）- ! +（ w2）（ t）） Se
- tOg AO（ ĝ1（0）- ĝ2（0） +ae -Yt l w1 - w2 lY，+ 。

同样地，当eG［ - r，0］时

 AO［! +（ w1）e- ! +（ w2）（e）］ S AO（ ĝ1（0）- ĝ2（0）） + 1
M
e -eOp·M（Y，r）N（O）l w1 - w2 lY，+

由于

ĝ1（e）- ĝ2（e）= <（ pU0（0）- 
 

0
eTAP［ B（ w1T + UT）- B（ UT）］dT，e）-<（ pU0（0）

- 
 

0
eTAP［ B（ w2T + UT）- B（ UT）］dT，e）

根据 映 射 < 的 Lipschitz 性 质 可 得  AO［ ĝ1（e） - ĝ2（e）］ S a
1 -a

e-Ye 
 

0
 AOeTAP［ D1（T） -

D2（T）］ dTS a
1 -a

e-Ye·a2 I w1 - w2 IY，+ 。于是 ! +（ w1）（ t）- ! +（ w2）（ t） Y，+ S［a + a2
2（1 -a）

］

I w1 - w2 IY，+ 。因此当 0 <a < 2 -N2 时即可得 ! + 的压缩性质。同样可得 eYt AO! +（ w）（ t） S I（1

- P̂ ）U0 -<（ PU（0））I C
B

+［ a2
2（1 -a）+a］I w IY，+ ，t B - r，即 I ! I +（ w）Y，+ S［1 - a2

2（1 -a）-a］-1

I（1 - P̂ ）U0 -<（ PU（0））I C
B

。故 ! +（·）是 ! +
O，Y 中的自映射。因此存在 w（ t）为 ! +（·）的唯一的不动

点，此时即有

l w lY，+S［1 - a2
2（1 -a）

-a］- 1 l（1 - P̂ ）U0 -<（ PU（0））l C
B

当 0 <a<
1
2 时，有 w Y，+S4 l（1 - P̂ ）U0 -<（ PU（0））l C

B
，从而定理得证。
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