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利用混合编程改善 SMP 机群上并行矩阵乘法的性能!
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摘 要：针对 SMP 机群，探讨了分别利用单机优化、OpenMP 与 MPI 从指令级、共享存储级与分布主存级三

个层次上改善矩阵并行乘 FOX 算法性能的 方 法。并 通 过 调 用 数 学 函 数 库 与 混 合 编 程 的 方 式，在 深 腾 6800 上

进行了实验，取得了相当满意的数值效果。
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Abstract：In Order tO give a fuII pIay Of SMP cIusters，this research studied the methOd tO imprOve the perfOrmance Of FOX aIgOrithm

fOr paraIIeI matriX muItipIicatiOn eXpIOiting OptimizatiOn On singIe prOcessOr，OpenMP and MPI，which invOIves the IeveIs Of instructiOn，

shared memOry and distributed memOry respectiveIy . ThrOugh invOking mathematic Iibrary and hybrid prOgramming，the numericaI resuIts

derived On DeepCOmp 6800 are satisfactOry .
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高性能计算机的运算速度正从多个层面得到提高。其一，由于制造工艺与存储结构的改善，以及多

指令流与流水线等技术的引入，使得单处理机的运算速度越来越快。其二，将多个处理器单元进行集

成，共用主存储器，形成性能很高的 SMP 超结点。其三，为形成具有超大规模计算能力的超级计算机，

同时克服共享存储机器建造代价高的缺点，将许多个超节点用价格相对低廉的网络相连接，形成 SMP
机群系统。

要想充分发掘 SMP 机群的性能，需要从各个层面上改善算法的性能。在单机层面，需要采用优化

技术，对许多数学问题如线性代数，一般已有专门的优化过的函数库，这种情况下应该尽量调用这些库。

在共享存储级，采用 OpenMP 是最好的并行化方法。其一，OpenMP 在相对更细粒度的并行性开发

中具有明显优势，从而可扩展性将会比较好。其二，OpenMP 以指导语句的形式指导循环的并行计算，相

对而言只需要在原串行程序的适当的循环外加上指导语句即可，易于使用。其三，OpenMP 中不需要显

式通信，没 有 MPI 程 序 中 那 样 的 消 息 传 递 开 销。 但 采 用 OpenMP 时，也 需 要 注 意 几 个 问 题。 一 是

OpenMP 只能用于共享主存机器上，虽然现在很多分布主存的机器上也提供统一的虚拟内存，同时可以

采用 OpenMP 进行并行化，但可以预计其效率相对会比较低。二是在程序中不能有太多的指导语句，否

则与指导语句相关的开销将比较大。三是在有大量访存冲突，特别是写冲突的情形下，效率必然低下。

在分布主存级，MPI 是较好的选择。MPI 特别适合于粗粒度并行计算，当粒度较小时，将由于通信

开销相对较大而影响整体并行计算效果。在应用 MPI 时，应该尽量采取计算通信重叠、非阻塞通信等

减少通信开销的措施。由于在 MPI 模式下，每个任务具有自己独立的存储空间，所以不存在任务间的
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访存冲突。

由以上分析可见，在 SMP 机群上，采用 MPI 与 OpeIMP 混合编程，是在这类两级结构计算机上开发

其并行计算潜力的一种手段，受到国内外的广泛关注［1 - 4］。本文针对矩阵乘的 FoX 算法，探讨提高整体

性能的方法。

! 分布式机器上矩阵乘的 "#$ 算法与改进

假设 A 与 B 分别为 m X k 与 k X n 矩阵，矩阵乘法是计算 C = AB。设将矩阵 A 与 B 分块为 A =

（ Ai，j）p X p与 B =（ Bi，j）p X p，其中 Ai，j与 Bi，j分别为 mi X kj 与 ki X nj 矩阵。当在分布主存的并行机上进

行计算时，为了使得负载平衡，对所有 i! j，在分块时应尽量使得 mi = mj、ni = nj、ki = kj。在进行分块

后，矩阵乘法操作可以分解为

Ci，j = "
p - 1

l = 0
Ai，lBl，j （1）

最初的 FoX 算法［5 - 6］针对结点组织成 p X p 网格的分布式并行机，1999 年经吴建平与迟学斌推广，

得到的并行算法已适用于结点组织成长方网格的分布式并行机［7］，并且得到了一个结论，即 FoX 算法的

最佳性能在最接近于正方网格的情形下得到。

假设结点组织成 g X r 网格，取 p =［ g，r］为 g 与 r 的最小公倍数，采用二维块循环方式存放分块

矩阵，记 g' = p / g，r' = p / r，即在结点 Pi，j（ i = 0，1，⋯，g - 1，j = 0，1，⋯，r - 1）上存放

Ai，j Ai，mod（ j + r，p） ⋯ Ai，mod（ j +（ r' - 1）r，p）

Amod（ i + g，p），j Amod（ i + g，p），mod（ j + r，p） ⋯ Amod（ i + g，p），mod（ j +（ r' - 1）r，p）

#

Amod（ i +（ g' - 1）g，p），j Amod（ i +（ g' - 1）g，p），mod（ j + r，p） ⋯ Amod（ i +（ g' - 1）g，p），mod（ j +（ r' - 1）r，p）

这里仅列出了 A 的块的存储方式，矩阵 B 与 C 与之完全相同，不再赘述。在具体存储时，将所有块进行

连续存放，即

A'U，1 = Amod（ i + Ug，p），mod（ j + 1r，p）（ U = 0，1，⋯，g' - 1，1 = 0，1，⋯，r' - 1）

对 B 与 C 也类似存放。这样，可以将长方网格上的 FoX 算法具体描述如算法 1 所示。

算法 ! （分布式长方网格上的 FoX 算法［7］）

1 .置 C'0：g' - 1，0：r' - 1 = 0；

2 . For i = 0 to g - 1 do
3 . For j = 0 to g' - 1 do
4 . 计算 k = mod（ i + jg + myrow，p）；

5 . If（mod（ k，r）= mycoI）将 A'0：g' - 1，（ k - mycoI）/ r复制到 W；

6 . 以处理机列 mod（ k，r）为根，在处理机行中广播 W；

7 . 更新 C'0：g' - 1，0：r' - 1 = C'0：g' - 1，0：r' - 1 + WB'j，0：r' - 1；

8 . EIdfor
9 . If（ i! g - 1）在处理机列 mycoI 中向上循环移动 B'一次；

10 .EIdfor
算法 1 的正确性证明参见文献［7］。仔细考察算法 1，可以发现当 r = 1 时，实际上并不需要广播操

作，这样就可以对算法 1 进行改进，如算法 2 所示。

现在来分析算法 2 的通信需求，为方便起见，不妨设 m、n 与 k 都能被 p 整除。不难发现，当 r = 1
时，不需要进行广播，且只需要向邻近结点发送 g - 1 次，每次发送 kn /（ gr）个浮点数；同时只需要从邻
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近结点接收 g - l 次，每次接收 II /（ gr）个浮点数。当 r!l 时，还需要广播 p 次，每次广播 mI /（ gp）个

浮点数。

Z 矩阵乘法在 SMP 机群上的性能考虑

在第 l 节中已经看到，当 m = I = I 时，每个处理器上的计算量约 2I3 /（ gr），通信量约为 2（ g - l）

I2 /（ gr）+ I2 / g 个浮点数，计算通信比相对比较小，所以当处理器数较多时，整体性能必然不高。为提

高整体性能，减少通信量至关重要。

在 SMP 机群上，每个处理机结点由多个共享主存的处理器组成，在结点内部，可以采用共享方式来

减少通信量。但为达到整体性能的目的，在共享计算时，不能有太多的访存写冲突，即处理器不能出现

太多更改同一存储单元的操作。

算法 Z （分布式长方网格上的改进型 FoX 算法［7］）

l . 置 C'0：g' - l，0：r' - l = 0；

2 . For i = 0 to g - l do
3 . For  = 0 to g' - l do
4 . 计算 I = mod（ i +  g + myrow，p）；

5 . If（ r!l）then；

6 . If（mod（ I，r）= mycoI）将 A*0：g* - l，（k - mycol）/ r复制到 W；

7 . 以处理机列 mod（ I，r）为根，在处理机行中广播 W；

8 . 更新 C'0：g' - l，0：r' - l = C'0：g' - l，0：r' - l + WB' ，0：r' - l；

9 . EISe；

l0 . 更新 C'0：g' - l，0：r' - l = C'0：g' - l，0：r' - l + A'0：g' - l，（ I - mycoI）/ rB' ，0：r' - l；

ll . Endif
l2 . Endfor
l3 . If（ i! g - l）在处理机列 mycoI 中向上循环移动 B' 一次；

l4 .Endfor
算法 3 （共享处理机上的矩阵乘并行算法）

c SI omp paraIIeI do Shared（ S，I，m，I，!，"，a，lda，6，ld6，c，ldc），private（ i， ，l），

c SI omp& defauIt（none），ScheduIe（Static），num threadS（S）
do  = l，I

do i = l，m
ci ="" ci 

do l = l，I
ci = ci +!" ail" 6l 

Enddo
Enddo

Enddo
c SI omp end paraIIeI do
算法 4 （共享处理机上矩阵乘的改进型并行算法）

c SI omp paraIIeI private（ i6，Ii，i），Shared（ S，I，m，I，!，"，a，lda，6，ld6，c，ldc），

c SI omp& defauIt（none），num threadS（ S）

c SI omp do ScheduIe（Static）

do i = 0，S - l
caII bScheduIe（ I，S，i，i6，Ii）

caII dgemm（'I' ，'I' ，m，Ii，I，!，a，lda，
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& J（l，iJ），ldJ，!，c（l，iJ），ldc）

enddo
c SI omp enddo nowait
c SI omp end parallel
以进行矩阵乘法 C =!C +"AB 为例，利用 OpenMP 可以将并行矩阵乘的计算过程的 Fortran 程序段

描述如算法 3 所示。可以看到，在算法 3 中，各处理器上的计算结果将分别存储在不同的存储单元中，

不会出现写冲突，这对提高并行计算效率十分有利。但是在算法 3 中，没有利用高效的数学函数库，而

矩阵乘在 BLAS 中存在对应的高效子程序 dgemm。为充分发挥计算效率，应该尽量调用该子程序。

显然，在算法 3 中不能直接调用 dgemm。为了调用这个子程序，可以利用手动方法事先静态地对 j
= l 到 n 进行分段，如果有 s 个共享同一主存的处理器，事先确定 n0、nl、⋯、ns - l，使得其尽量相等，而

不利用 OpenMP 去调度。这样，可将算法 3 改写为算法 4 的形式。在算法 4 中，子程序 bschedule（ n，s，

i，iJ，ni）用于确定对应于 s 个处理器的共享主存并行机上第 i 个处理器中的 iJ 与 ni 值，这里 iJ = n0 +
nl + ⋯ + ni - l。

此外，由于在计算过程中不存在写冲突，所以在并行计算的结尾处也不需要同 步，故 而 在 OpenMP
的指导语句 c SI omp enddo 后显式地加上 nowait 子句，以避免不必要的同步。

当在 SMP 机群上进行计算时，将启动逻辑上组织成长方网格的若干个进程，在该网格上用算法 2
进行分布式计算，而每个进程在算法 2 第 6、8 与 l0 步中在某个结点内部再启动若干个线程，利用算法 4
进行计算。

! 实验结果与分析

在深腾 6800 网格超性能并行计算机上，对本文中的并行矩阵乘法进行了数值实验。该机包括 265
个结点，每个结点由 4 个共享主存且主频为 l .3Ghz 的安腾 2 处理器芯片构成，其中总共有 l024 个处理

器芯片用于计算。整机总内存为 2 .6TB，磁盘总容量为 80TB。结点间采用 Ouadrics 公司的 OsNet 高速连

接网络进行通信，点对点通信带宽为 300MB / s，延迟时间小于 7!s。在结点上采用 Linux 作为操作系统，

且自带优化编译技术和数学库函数，包括 BLAS 子程序库，这使得实际计算速度高，整机效率高。整机

峰值浮点运算速度为每秒 5 .324 万亿次，初步 Linpack 测试结果为每秒 4 .l48 万亿次，在 2003 年 l2 月与

2004 年 6 月全球 Top500 中分别排名第 l4 位与第 26 位。

由于深腾 6800 上的应用程序十分多，作为普通用户很难申请到更多的计算资源，所以本文只在其

中 4 个结点共 l6 个处理器芯片上进行数值实验。虽然如此，但从表 l 的数值结果可以看到，这足以反

应本文采用的混合编程算法的优越性。在进行实验时，在每个处理器芯片上，调用 BLAS 库中的 dgemm；

在进程内部，采用如算法 4 所示的 OpenMP 并行化；在进程间，采用 MPI 作为通信平台。这样，编写的程

序整体采用 mpif77 进行编译，并采用参数-openmp 以激发 OpenMP 指导语句，采用参数-O3 进行优化。

在表 l 中列出了当 m = n = k = 2000 时的部分双精度计算结果，所使用的处理器芯片数量以 g X r
X s 的形式给出，其中 g X r 是所用的进程数，逻辑上组织成 g X r 的长方网格，s 为每个进程启动的线

程数量。nrecv、nsend 与 nbcst 分别表示每个进程的接收 次 数、发 送 次 数 与 广 播 次 数，lrecv、lsend 与 lbcst
表示每次接收、发送与广播的浮点数个数，单位为百万个浮点数。

由于算法 2 相对算法 l 的改进，使得在 r = l 时，不再需要广播，所以在进行分布式计算时，Fox 算法

的性能在正方网格上不一定比在长方网格上高。相反，最佳性能可能在 r = l 的情况下获得。

从表 l 中可以看出，在同样个数的超节点上计算时，很多情况下可以通过混合编程来减少通信量与

通信次数，从而得到了比单独采用 MPI 编程时更高的性能。当然，4 X 4 X l 与 4 X 2 X 2 是例外，这是因为

此时通信量不但没有减少，反而有所增加，同时增加了与 OpenMP 指导语句相关的开销。由此可见，为

得到最佳的性能，应该事先分析，确定最佳的（ g，r，s）组合，以最大程度地减少通信次数与通信量。
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表 1 深腾 6800 上 FoX 算法（双精度）的浮点性能（MFLOPS）与加速比

Tab .1 Performance（MFLOPS）and speedup of FoX aIgorithm on deepcomp 6800

! X " X # nrecv Irecv nsend Isend nbcst Ibcst 浮点性能 加速比

1 X 1 X 1 0 0 .00 0 0 .00 0 0 .00 4，660 .3 1 .00

4 X 1 X 1 3 1 .00 3 1 .00 0 0 .00 14，480 .9 3 .11

2 X 2 X 1 1 1 .00 1 1 .00 2 1 .00 13，588 .6 2 .92

2 X 1 X 2 1 2 .00 1 2 .00 0 0 .00 14，786 .3 3 .17

1 X 1 X 4 0 0 .00 0 0 .00 0 0 .00 15，810 .4 3 .39

4 X 2 X 1 3 0 .50 3 0 .50 4 0 .25 22，451 .8 4 .82

4 X 1 X 2 3 1 .00 3 1 .00 0 0 .00 23，309 .1 5 .00

2 X 2 X 2 1 1 .00 1 1 .00 2 1 .00 22，342 .9 4 .79

2 X 1 X 4 1 2 .00 1 2 .00 0 0 .00 25，769 .2 5 .53

4 X 4 X 1 3 0 .25 3 0 .25 4 0 .25 26，407 .3 6 .95

4 X 2 X 2 3 0 .50 3 0 .50 4 0 .25 32，225 .3 6 .91

4 X 1 X 4 3 1 .00 3 1 .00 0 0 .00 35，600 .8 7 .64

2 X 2 X 4 1 1 .00 1 1 .00 2 1 .00 33，467 .1 7 .18

! 结 论

本文通过对分布式 FoX 算法的改进，以及在 SMP 机群上从多个层面上对性能的考虑与混合编程，在

深腾 6800 高性能计算机上取得了相当满意的计算结果。通过本文的研究，可以得到以下结论或经验：

（1）在 SMP 机群上，通过将共享编程与分布式编程结合起来，有潜力得到比单纯分布式编程更高的

计算性能。特别是在共享计算时，如果没有存储器访问冲突，则更是如此。进而，混合编程也更有潜力

获得更好的可扩展性。

（2）为提高 SMP 机群上的整体性能，首先要考虑如何有效减少进程间的通信开销，同时必须考虑最

小化进程启动线程的开销，也必须考虑如何调用现有的优化好的单机上的高效库函数。

（3）并非混合编程一定比单纯分布式编程优越，谁优谁劣的关键是看在那种方式下的总体开销较

小，这里所说的开销包括通信开销、与并行计算相关的额外计算，以及与指导语句相关的各种开销。由

于存在这种复杂性，所以要事先判定谁优谁劣并非易事。
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