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轮式移动机器人有限时间镇定控制器设计!

祝晓才，董国华，胡德文

（国防科技大学 机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：主要研究了单链链式系统的有限时间镇定问题。通过探讨 ! 维链式系统的潜在线性结构，将其

分解成一个标量子系统和一个 ! - 1 维线性时变子系统，并证明了该时变子系统在具有时变函数系统矩阵时

的能控性。在此基础上，采用分段控制策略，基于终端滑模控制理论设计了不连续反馈镇定控制律，实现了系

统的有限时间镇定。最后将该结论应用到非完整轮式移动机器人，仿真结果验证了方法的正确性。
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Finite-time Stabilization Controller for Wheeled Mobile Robots
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Abstract：The finite-time stabiIization probIem of singIe chained system is investigated in this paper . The potentiaI Iinear structure of

the n-dimensionaI chained system is expIoited，and then the chained system is divided into a scaIar subsystem and a（n-1）-dimensionaI

LTV subsystem . Furthermore，the controIIabiIity of the LTV subsystem which has a time-varying function system matrix is proved . Then，

a discontinuous feedback controI Iaws is proposed by using the terminaI sIiding mode controI method aIong with a piecewise controI strate-

gy . The chained system is finite-time stabiIized due to the finite-time convergence property of the terminaI sIiding mode . FinaIIy，the

proposed strategy is appIied to a car-Iike wheeIed mobiIe robot，and the resuIts are verified by simuIations .
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多年来，作为典型的非完整系统，轮式移动机器人的控制问题受到广泛关注［1］。这一方面是因为其

日渐广泛的应用，比如星际探测、危险环境任务等；另一方面则来源于理论挑战，尤其是非完整系统镇定

问题。对于渐近能控系统，反馈镇定律一定存在［2］，但是连续纯状态反馈一般不存在［3］。对于非完整系

统，则不存在将系统镇定到非奇异位形的光滑（甚至连续）时不变静态状态反馈律［4］。正是因为该本质

约束使得非完整系统的镇定问题极具挑战性。Coron 证明：任何无漂移的可控系统均可用光滑时变的状

态反馈渐近镇定［5］。所以，相关研究主要集中于光滑时变镇定以及不连续镇定两个方向［6］。前者的优

点是控制光滑，便于分析和实现，缺点是收敛速度慢。已经证明，时间周期的光滑状态反馈控制不能达

到指数镇定［7］。相比而言，不连续镇定律通常能达到指数收敛［6］。渐近镇定和指数镇定在理论上需要

无限长的控制时间。在实际应用中经常会采用“实际镇定”概念进行折衷，使控制作用在有限时间完成。

如果在理论上能实现有 限 时 间 控 制 器，将 更 有 利 于 对 系 统 的 过 渡 性 能 进 行 解 析 量 化 和 系 统 层 次 的 改

进［8］。

进行快速控制可以考虑采用滑模控制。传统的线性滑模方法采用线性滑动面设计，系统状态在有

限时间到达滑动面，在随后的滑动模态上实现系统状态渐近或指数收敛。终端滑模方法［9 ~ 11］则采用非

光滑终端滑模切换流形，使得系统在滑动模态上也能实现有限时间收敛。目前终端滑模方法已成功用

于机械手［9］和移动小车轨迹跟踪［12］。链式系统作为非完整系统的标准型之一，在非完整系统控制领域

具有重要意义，许多轮式移动机器人模型都可以转换成链式形式［13］。本文将利用链式系统潜在的线性
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结构，结合终端滑模方法设计不连续控制律，实现轮式移动机器人系统的有限时间镇定。

! 链式系统及结构分析

考虑如下无漂移双输入系统

~9l = Ul

~92 = Ul 93

~9l - l = Ul 9l
~9l = U2

（l）

该系统称为单链系统［l3］。它在原点的 Taylor 线性化系统不可控，使得线性控制技术不适用。因为

其无漂移属性，从非线性可接近秩条件可知［l4］，该系统在非线性意义下可控。

链式系统具有潜在的线性结构［l5］。将系统状态矢量 ! 分成两部分，分别用 "l 和 "2 表示如下

yl = 9l

y2 =（ 92，⋯，9l - l，9l）T

那么（l）式改写成：

~yl = Ul （2）

~y2 = A（ Ul）y2 + BU2 （3）

其中

A（ Ul）=

0 Ul（ I） ⋯ 0

0 0 ! 0
⋯ ⋯ ⋯ Ul（ I）













0 0 0 0

，B =

0











0
l

分别用!l 和!2 表示子系统（2）和（3），若将 Ul 理解成一个时变函数而非控制输入，则子系统!2 可视

为单输入时变线性系统，其能控性由时变函数 Ul（ I）决定。

" 终端滑模控制器设计

" .! 能控条件分析

子系统!2 的能控性与时变函数 Ul（ I）直接相关。一般而言，线性时变系统的 能 控 性 判 定 并 不 容

易。不过，链式系统特殊的结构，使得!2 子系统（3）类似于线性时不变系统能控标准型，这一点给能控

性的分析带来便利。在这里给出以下充分条件。

命 题 ! 对于 l - l 维线性时变系统（3），初始状态 9（ I0）= 90，如果时变函数 Ul（ I）对时间 I 为 l - 2

阶连续可微，且存在有限时刻 Il > I0，使得 Ul（ Il）"0，那么系统（3）在 I0 时刻可控。

证明 由线性系统理论，构造如下矩阵：

M0（ I）= B（ I）

Ml（ I）= - A（ I）M0（ I）+ d
d IM0（ I）

M2（ I）= - A（ I）Ml（ I）+ d
d IMl（ I）

Ml - 2（ I）= - A（ I）Ml - 3（ I）+ d
d IMl - 3（ I）

（4）

令  =［M0（ Il）I Ml（ Il）I ⋯ I Ml - 2（ Il）］，对线性时变系统（3）则有
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C =

0 ⋯ ⋯ 0 （ - l）n - l Un - 2
l （ tl）

· · 。

· - U2
l（ tl） ·

0 Ul（ tl） 。 ⋯ 。
l 0 0 ⋯

















0

（5）

其中“。”代表的元素与时变函数 Ul（ t）在 tl 时刻的各阶导数有关。因为 Ul（ tl）；0，所以 Rank（ C）=
n - l，即矩阵 C 满秩，从而系统在 t0 时刻能控。 回
! .! 镇定控制律设计

对高阶系统设计的串联终端滑模结构有可能发生奇异，需要合理选择系统的初始状态。针对初值

选择有如下引理：

引理 "［ll］ 对于 n - l 维单输入系统（3）、串联终端滑模结构（8），定义集合

!n - l =｛x：s0 > 0｝n｛x：sl > 0｝n⋯n｛x：sn - 2 > 0｝ （6）

则!n - l非空。

如果系统（3）的初始状态在该集合之外，则可采用预控制将系统状态转移到集合内部。基于线性时

不变系统理论，不加证明给出如下命题。

命题 ! 对链式系统（2）~（3），初始状态 !（ t0）= !0，令 k0 为非零常数。如下控制律

Ul（ t）= k0

U2（ t）= Btexp（ - At t）G - l
c （ t0，tp）［exp（ Atp）y2（ tp）- exp（ - At0）y2（ t0

{ ）］
，t＜ tp （7）

将使子系统"2 的状态在有限时刻 tp 转移到 y2（ tp），其中 Gc（ t0，tp）为能控 Grammian 矩阵。

经过以上准备，假定在 tp 时刻，tp＞ t0，子系统"2 的状态从 y2（ t0）转移到 y2（ tp ）G!n - l。此时，子

系统"l 的状态 xl（ tp）= xl（ t0） k0 tp ，令 xp =［ yl（ tp），y2（ tp）］t。

假设 " 时变函数 r（ t）；0，对时间 t 为 n - 2 阶连续可微。

令 Ul（ t）= r（ t），对子系统"2 构造如下 n - l 级串联终端滑模结构：

s0 = x2

sl = 's0  #l sgl / pl
0

s2 = 'sl  #2 sg2 / p2
l

s3 = 's2  #3 sg3 / p3
2

sn - 2 = 'sn - 3  #n - 2 s
gn - 2 / pn - 2

n - 3

（8）

其中#i 是正的设计参数，pi 、gi 是正奇数，且有 pi > gi ，i = l，⋯，n - 2。为保证控制输入有界，pi 、gi 还

满足如下条件［l0］：

gk  l

pk  l
> n - k - 2

n - k - l （ k = 0，⋯，n - 3） （9）

定义

1i = r（ t）（ i - l） （ i = l，⋯，n - l） （l0）

对滑动模态变量 s0 依次求导有

s（l）

0 = 'x2 =$l（ 1l，x3）

s（2）

0 =  x2 =$2（ 1l，12，x3，14）

s（3）

0 = x（3）

2 =$3（ 1l，12，13，x3，14，x5）

s（ n - 2）

0 = x（ n - 2）

2 =$n - 2（ 1l，⋯，1n - 2，x3，⋯，xn）

（ll）
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从而

S（ I - 1）

0 = I - 1（ 11，⋯，1I - 1，x3，⋯，xI）+! I - 2

!xI
'xI （12）

其中

 I -1（ 11，⋯，1I -1，x3，⋯，xI）= "
I- 2

i = 1

! I -2

!1i
1i +1 +"

I- 1

i = 3

! I -2

!xi
'x( )i （13）

并且

! I - 2

!xI
= r（ t）I - 2 （14）

结合以上递推关系，给出如下定理：

定理 对链式系统（2）~（3），初始时刻为 tp，初始状态 !（ tp）= !p，对其子系统E2 构造 I - 1 级串

联终端滑模结构（8），则如下不连续控制律（15）~（16）将使链式系统实现有限时间镇定：

U1（ t）=
r（ t）， tp < t < tS
- I1Sgn（ x1）， t# t{

S
（15）

U2（ t）=
Ueg（ t）- I2Sgn（ SI - 2）/ r（ t）I - 2，tp < t < tS
0， t# t{

S
（16）

其中 I1、I2 为正的常数，Sgn 为符号函数，等效控制 Ueg为

Ueg = - 1
r（ t）I -2［ I -1（ 11，⋯，1I -1，x3，⋯，xI）+"

I- 3

i = 0
 i +1

cI - i -2

c tI - i -2（ S
gi +1

/ pi +1

i
）］ （17）

 I - 1由递推关系（11）~（13）表达。子系统E2 的镇定时刻 tS 如下：

tS = t1 +"
I- 2

i = 1

pI - i -1

 I - i -1（ pI - i -1 - gI - i -1）I SI - i -2（ ti）I
（ pI - i -1 - gI - i -1

） pI - i -1 （18）

其中

ti + 1 = ti +
pI - i - 1

 I - i - 1（ pI - i - 1 - gI - i - 1）
I SI - i - 2（ ti）I（ pI - i - 1 - gI - i - 1

）/ pI - i - 1 （ i = 1，⋯，I - 2） （19）

t1 = I SI - 2（ tp）I / I2 + tp （20）

系统实现全状态镇定的时刻为

tf = tS + I x1（ tS）I / I1 （21）

其中 x1（ tS）= x1（ tp）+$
tS

tp

r（1）c1。

在给出证明之前，引入一个针对本文而修正过的引理：

引理 !［11］ 在控制律（16）作用下，如果子系统E2 的初始状态落在集合 I - 1之内，那么其轨迹将按

照滑动面的序号依次到达滑动面 SI - 2 = 0，SI - 3 = 0，⋯，S0 = 0。并且，控制律（16）将保持有界。

证明：当 tp < t < tS 时，U1（ t）= r（ t），对子系统E2 取函数 V = 1
2 S2I - 2。由串联结构（8）可得

SI - 2 = S（ I - 2）

0 + cI - 3

c tI - 3（ 1 S
g1 p1
0 ）+ cI - 4

c tI - 4（ 2 S
g2 p2
1 ）+ ⋯ + I - 2 S

gI - 2 pI - 2
I - 3 （22）

因此有

'SI -2 = S（ I -1）

0 +"
I- 3

i = 0
 i +1

cI - i -2

c tI - i -2（ S
gi +1 pi +1
i ） （23）

将（12）代入上式得

'SI -2 = r（ t）I -2 'xI + I -1（ 11，⋯，1I -1，x3，⋯，xI）+"
I- 3

i = 0
 i +1

cI - i -2

c tI - i -2（ S
gi +1 pi +1
i ） （24）

则在控制律（16）作用下，函数 V 沿系统轨迹（3）的导数为

'V = SI - 2 'SI - 2 = - I2 I SI - 2 I （25）
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这表明滑动变量 sn - 2将在 l = I sn - 2（ tp）I / I2 时间内到达并保持在 0。由引理 2 可知，各滑动面 si 将按

序号从大到小依次收敛到 0，因此子系统 2 的状态将在有限时间镇定到 0，并且控制 U2（ t）有界。进一

步计算可知子系统 2 的镇定时刻 ts 如式（l8）所示。

当 t ! ts 时，子系统 2 已经镇定到 0，各滑动变量 si（ i = l，⋯，n - 2）也保持在 0。又因为 U2（ t）=
0，所以由式（3）可知，y2（ t）" 0。此时可以对子系统 l 单独进行镇定律设计。在 ts 时刻，子系统 l 的状

态 xl（ ts）= xl（ tp）+#
ts

tp
r（ ）d 。在 Ul（ t）= - Ilsgn（ xl）作用下，xl 将在 I xl（ ts）I / Il 时间之后镇定到

0。因此，全系统将在 tf = ts + I xl（ ts）I / Il 时刻镇定到 0。

说明 ! n 阶串联滑模结构（8）是链式系统状态 ! 的全局同胚变换，并且在平衡点外是光滑同胚，

类似于非正则变换［l6］。终端滑模控制的有限时间收敛特性正是归因于切换流形中非线性项在平衡态

处的非光滑性。

说明 " 可以证明，如果 r（0）$0，那么非奇异初始状态集 n - l非空。因此总可以使用预控制律将

子系统 2 的初始状态转移到集合 n - l内。

说明 # 控制律（l5）~（l6）涉及到切换时间 ts。虽然理论上能够求解 ts，但实际计算有困难。不

过，可以通过检测滑动变量 s0（即系统状态 x2）来决定控制律的切换。因为从集合 n - l中出发的轨迹

不会导致串联滑模结构奇异，所以各滑动变量都是单调到达并保持在零，从而 s0 到达零的时刻就是 ts。
这样，就将控制律（l5）~（l6）从依时间切换变为依状态切换。

说明 $ 使用不连续控制将使闭环系统的稳定性证明和鲁棒性分析变得困难，需要借助于非光滑

分析相关理论。限于篇幅，在此不深究该问题，将在后续工作中加以体现。

# 轮式移动机器人仿真验证及分析

后轮驱动的 car-iike 型轮式移动机器人示意如图 l。

图 l car-iike 轮式移动机器人

Fig .l The car-iike wheeied mobiie robot

该系统的模型表示为［l3］

.x = Lcos 

.y = Lsin 

. = L
l tan 

. = 

（26）

其中（ x，y）是后轮轴中心 点 的 坐 标，l 表 示 前 后 轮 的 轴 距， 是 车 体 纵 轴 方 向 角， 表 示 前 轮 转 向 角。

该系统经过局部坐标变换和输入变换
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xl = x

x2 = y

x3 = tan6

x4 = tan< / lcos36

（27）

1 = ul / cos6

 = - 3ulsin2<sin6 / lcos26+ lu2cos2<cos36
（28）

可以转换为四阶链式系统如下：

'xl = ul

'x2 = x3 ul

'x3 = x4 ul

'x4 = u2

给定初始状态为（ x0，y0，60，<0）=［2，5，0 .464，0 .62l］。不失一般性，令 l = l，取 r（ t）= - 0 .5，

 l = 2 = l，kl = k2 = l，pl = 7，gl = 5，p2 = 5，g2 = 3，构造三级串联终端滑模结构。经过简单计算可知在

上述参数下，!（0）!On - l。四阶链式系统的镇定控制律 ul、u2 和系统状态 ! 分别如图 2 和图 3 所示。

在图 2 中，因为没有考虑外界干扰，并且 !（0）!On - l，所以滑动变量 sn - 2单调到达并保持在零，从而控

制量 u2 中不出现高频振荡。从图 3 可以看出，系统状态在有限时间镇定到零。 r（ t）为非零常数使得状

态 xl 的轨迹表现为分段线性。Car-iike 轮式移动机器人系统的控制律和状态如图 4 和图 5 所示。

图 2 链式系统镇定控制律 ul 和 u2

Fig .3 The controi iaw of chained system
图 3 链式系统状态 x

Fig .3 The state variabie of chained system

图 4 car-iike 系统镇定控制律 1 和 
Fig .4 The controi iaw of car-iike system

图 5 car-iike 系统状态（ x，y，6，<）

Fig .5 The state variabie of car-iike system
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! 结 论

针对一类非完整轮式移动机器人，将其模型转换成链式形式，结合终端滑模控制方法设计不连续控

制策略，解决有限时间镇定问题。主要思想是充分发掘链式系统潜在的线性结构，利用终端滑模控制的

有限时间收敛特性，实现控制解耦。该方法亦可处理跟踪问题，并可推广到多链系统。进一步的工作将

探讨终端滑模控制方法在扩展链式系统以及不确定链式系统中的应用，以及相应的稳定性和鲁棒性讨

论。
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