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指数寿命产品可靠性增长试验的 Bayes 分析!

刘 飞，王中伟，张为华

（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙 410008）

摘 要：针对指数寿命产品的定时、定数截尾试验方案，推广了 Mazzuchi-soyer 模型的应用范围。首先 引

入模型假设，以狄氏分布作为先验分布，综合利用产品研制的历史信息和专家信息，结合产品研制各阶段试验

数据，给出了各阶段可靠性的联合后验 分 布。然 后 利 用 Gibbs 抽 样 算 法 解 决 后 验 推 断 计 算 问 题，得 到 各 阶 段

产品可靠性的 Bayes 点估计和区间估计。最后给出产品可靠性增长分析实例，表明了模型的优越性。
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Bayesian Analysis of Reliability-growth Test for Exponential
Life Distribution Cases
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Abstract：In view of Type I and Type II censored for exponentiaI Iife distribution cases，the Mazzuchi-soyer reIiabiIity growth modeI
was extended to cover the Iife test . The DirichIet distribution was taken as prior distribution in the modeI . The historicaI information and
expert information were syntheticaIIy used . Combined with the Iife test data of each deveIopment stage，the joint posterior distribution of
each stage reIiabiIity was presented . Then，the Gibbs sampIing aIgorithm was used to compute the posterior inference . The Bayesian esti-
mators and Bayesian Iower bound were gained for each stage reIiabiIity . FinaIIy，the exampIe shows that the Bayesian modeI has apparent
advantages .
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在航空航天领域，一些产品寿命服从指数分布。产品研制过程中，可靠性与性能参数都不能立即达

到所规定的指标，必须经过反复试验 - 改进 - 再试验的过程，不断暴露产品设计、制造工艺等缺陷，进行

分析和修正后，使产品的可靠性和性能不断提高，这就是可靠性增长试验。可靠性增长试验通常有若干

阶段，人们关心的是可靠性增长试验结束时产品最终可靠性。若最后阶段的试验量充足，利用传统方法

容易得到产品可靠度估计。但航天高科技产品每一阶段试验量很少。如何充分利用各个阶段的数据，

给出最后阶段结束时可靠度的点估计和区间估计，是值得研究的问题。

可靠性增长模型是解决这一问题的重要手段，只要模型选取适当，可以跟踪产品可靠性增长过程，

得到产品可靠度估计。在众多可靠性增长模型中，由于 Bayes 分析模型综合利用了验前信息和试验信

息，对模型假设要求较少，适用于小子样分析，所以一直是可靠性增长模型研究热点。1991 年 Mazzuchi、
soyer［1］针对成败型产品的序贯试验方案，提出了一种可靠性增长分析的 Bayes 模型（称为 Mazzuchi-soyer
模型），克服了以往 Bayes 模型的缺点，既可提供当前可靠性评估，又可预测未来研制阶段产品可靠性。

1998 年 ErkanIi［3］将这一模型应用于寿命试验数据的序贯试验方案。

1 模型假设和增长检验

1 .1 模型假设

首先引入下列模型假设
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（I）产品试验分成 m 个阶段进行，每阶段投试的产品数为 II，I2，⋯，Im，设各个阶段进行定时或定

数截尾试验；

（2）阶段 i（I＄ i＄m）内，产品状态保持不变，在每阶段试验结束后，对产品进行改进；

（3）第 i 阶段产品定时或定数截尾试验数据为 tiI，⋯，tiri ，tiri + I，⋯，tiIi
，其中 tiI，⋯，tiri 为失效样本

失效时间，tiri + I，⋯，tiIi
为成功样本试验时间；

（4）每阶段试验产品的寿命服从指数分布。

第 i 阶段产品的寿命 服 从 指 数 分 布，即 f（ t）=!ie -!it，则 第 i 阶 段 产 品 的 可 靠 性 函 数 为 Ri（ t）=

e -!it。为便于分析，采用产品单位任务时间作为寿命度量单位，则第 i 阶段产品的可靠性为

Ri = Ri（ t = I）= e -!i （I）

设增长试验结束后产品可靠性为 Rm + I，随着试验推进，产品缺陷不断暴露并得到修正，故

0＄ RI＄ R2＄⋯＄ Rm＄ Rm + I＄I （2）

显然等价于

 >!I3!23⋯3!m + I > 0 （3）

因此，指数可靠性增长也可用指数失效率下降模型表示。

1 .2 阶段间可靠性增长检验［5］

在可靠性增长试验后，阶段间可靠性是否存在增长，除了依靠工程判断外，更为科学的方法是进行

统计检验，验证试验数据是否满足顺序约束关系（2）或（3）。可采用下述方法进行假设检验：

对阶段 i 和 i + I，计算检验统计量

F。i =
Ti + I ri /（ Tiri + I）， 定数截尾

Ti + I（2 ri + I）/［ Ti（2 ri + I + I
{

）］， 定时截尾
（4）

若

F。i 3
F2 ri + I，2 ri；I -" 定数截尾

F2 ri + I + I，2 ri + I；I -"
{ 定时截尾

其中 F1I，12；p表示自由度为 1I、12，概率为 p 的分位点。此时，认为从阶段 i 到阶段 i + I，可靠性有

显著增长；否则，将两阶段数据合并，再与下阶段作增长检验。其中"一般为 0 . 2；若工程上已经表明，

产品可靠性确有增长，则"可取 0 .3、0 .4 甚至更高。

2 Bayes 先验分布

设 ! =（ RI，⋯，Rm + I），根据 Mazzuchi-soyer 模型，约束条件（2）式可以采用狄氏分布［I］描述，即以狄

氏分布作为 ! 的先验分布，则

!（! I!，#）= $（#）

I
m+ 2

i = I
$（#"i）

I
m+ 2

i = I

（ Ri - Ri -I）
#"i -I （5）

其中：R0 。 0；Rm+2 。 I；# > 0，"i > 0，i = I，⋯，m + 2；Z
m+2

i = I"i = I。

由狄氏分布的性质知，分布（5）的各边际分布均为 Beta 分布，即

Ri ~ beta（#"。i ，#（I -"。i ）） （6）

RJ

Ri
~ beta（#"。J ，#（"。i -"。J ）），J < i （7）

其中"。i = Z
i

J = I
"J。

可见分布（5）实际上是一个多元 Beta 分布。进一步由 Beta 分布的性质得到
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E［  i ］= Z
i

 = 1
! = !。i （8）

Var［  i ］=!
。
i（1 -!。i ）

"+ 1 （9）

E
  

 [ ]
i

=!
。
 

!。i
（10）

于是有

!i = E［  i ］- E［  i - 1］ （11）

设! =（!1，⋯，!m + 2），可以看出参数!表示试验阶段间可靠性增长的幅度。通常在产品研制的早

期阶段，可靠性提高的幅度较大，此时对应的!值较大。在后期阶段，可靠性提高比较困难，此时对应

的!值较小。这就是参数!的物理意义。参数"反映了技术人员对这些估计值的确信程度。对于给

定的!值，"值大（小），则得到的先验标准差小（大），从而说明对可靠性估计值的确信程度高（低）。

在实际使用中，可能存在两种形式的先验信息，一种以各试验阶段的失效率表示，一种以给定任务

时间 t0 内的可靠性表示。两种情形下分别通过如下方法得到先验分布的参数：

若先 验 信 息 以 失 效 率 表 示，即 给 出 了 每 一 阶 段 产 品 的 失 效 率 先 验 估 计。此 时，注 意 到#i -# =
In（   /  i ）（  < i），可将以失效率表示的先验信息转变为以可靠性表示的先验信息，然后利用（9）、（10）式

得到先验分布参数值。

若先验信息以给定任务时间 t0 内的可靠性表示，则第 i 阶段产品的可靠性为  t0i 。从第  阶段到第

i 阶段的可靠性提高量为（   /  i ）
t0，结合（9）、（10）式得到先验分布的参数值。

! 可靠性后验推断

若以各阶段投试产品总试验时间描述两种试验方案的似然函数，则阶段试验后似然函数的核为

L（#）cI
I

i = 1
#rii e -#iTi （12）

其中

Ti =

（ Ii - ri ）ti +Z
ri

 = 1
ti ，定时截尾

（ Ii - ri ）tiri
+Z

ri

 = 1
ti 

{
，定时截尾

对（12）式作（1）式变换，则 I 阶段试验后似然函数的核改写为

L（!）cI
I

i = 1

（ - In（  i ））ri Tii （13）

此时已知 ! 的先验分布（5），以及 I 个阶段试验后的似然函数（13），则 ! 的后验分布核为

P（! "!，"）cI
m + 2

i = 1

（  i -  i -1）"!i -1I
I

i = 1
In（1 /  i ） Tii

c I
m + 2

i = I + 1

（  i -  i -1）"!i -1I
I

i = 1

（  i -  i -1）"!i -1（ - In（  i ））ri Tii （14）

" 后验推断计算方法

基于联合后验分布，若要得到各个  i 的后验推断，传统做法是对联合后验分布进行数值积分，但计

算代价很高。本文采用 Gibbs 抽样算法计算  i 的后验推断。Gibbs 抽样是一种 Markov Chain Monte CarIo
（MCMC）算法，其基本思想是：从满条件分布迭代抽样，当迭代次数足够大时，就可以得到来自联合后验分

布的样本，进而也得到了来自边缘分布的样本。对于联合后验分布（14），若给定   ， 一 i，则 P（! I!，"）仅

为  i 的函数，此时称 P（  i I!，"，  ， 一 i）为  i 的满条件分布。Gibbs 抽样过程如下：
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设 !0 =（R0l，⋯，R0m）为任一初值，然后逐一从下述满条件分布抽样：

从满条件分布 p（Rl \ R02，R03，⋯，R0m，!，!）中抽取 Rll
从满条件分布 p（R2 \ Rll，R03，⋯，R0m，!，!）中抽取 Rl2

⋯⋯

从满条件分布 p（Rm \ Rll，Rl2，⋯，Rlm - l，!，!）中抽取 Rlm
依次进行 n 次迭代后，得到 !n =（ Rn

l，⋯，Rn
m），则 !l，!2，⋯，!n，⋯是 Markov 链的实现值。此时，

!n 依分布收敛于平稳分布 p（! \!，!）。所求后验估计可写成某函数"（ Ri）关于后验分布 p（ Ri \!，!）

的期望

E［"（Ri）］= "（Ri）p（Ri l!，!）cRi （l5）

从不同的 !0 出发，链 经 过 一 段 时 间 的 迭 代 后，可 认 为 各 个 时 刻 的 !n 的 边 际 分 布 都 是 平 稳 分 布

p（! \!，!），此时，称它收敛了。而在收敛出现以前的一段时间，例如 m 次迭代中，各状态的边际分布还

不能认为是 p（! \!，!），因此，应把前面的 m 个迭代值舍掉，用后面的 n - m 个迭代结果来估计，即

"（̂Ri）= l
n - m 

n

t = m+ l
"（Rt

i） （l6）

上式称为遍历平均。由遍历性定理，有"（̂Ri） E［"（Ri）］，（ n  ），即"
^（ Ri）是期望 E［"（ Ri）］的

一致估计。这也表明，当 n 足够大时，!n 可认为是来自联合后验分布 p（! \!，!）的一个样本，Rn
i 可视

为来自边缘分布的 p（Ri \!，!）的一个样本。

由以上 Gibbs 抽样算法过程可以看出，判断 Gibbs 抽样何时收敛到平稳分布 p（! \!，!）是一个重要

问题。现在没有简 单 而 有 效 的 判 断 方 法，本 文 主 要 采 用 以 下 方 法：看 遍 历 均 值 是 否 已 经 收 敛。 在 由

Gibbs 抽样得到的 Markov 链中每隔一段距离计算一次参数的遍历均值，为了使用以计算平均值的变量

近似独立，通常可每隔一段取一个样本，当这样计算的遍历均值稳定后，可认为 Gibbs 抽样收敛了。

图 l R3 的抽样值

Fig .l Sampiing vaiues for R3

! 实例分析

某指数寿命产品研制分为 4 个阶段，产品的任务时间为 l01。每一阶段试验采用定时截尾方案，各

阶段的试验数据 为：第 l 阶 段 失 效 4 个，总 试 验 时 间 为 8l . 291；第 2 阶 段 失 效 2 个，总 试 验 时 间 为

88 .741；第 3 阶段失效 l 个，总试验时间为 l20 .51；第 4 阶段试验全部成功，总试验时间为 ll01。假设由

历史数据和专家信息得到的各阶段产品任务可靠性先验估计为 ! =（0 .6，0 .75，0 .85，0 .9，0 .95），取! =
50。试对产品进行可靠性增长分析。

首先，利用阶段间可靠性增长检验方法验证了阶段间可靠性是否存在增长。取# = 0 .2，则阶段 l
与阶段 2 之间的检验量 F l = l .9650，临界值为 l . 8455；阶段 2 与阶段 3 之间的检验量 F 2 = 2 .2632，临

界值为 2 .2530；阶段 3 与阶段 4 之间的检验量 F 3 = 2 .7386，临界值为 2 .6822。可见检验量均大于相应

的临界值，认为研制阶段可靠性存在显著增长，满足顺序约

束条件。

然后，利用先 验 分 布 参 数 确 定 的 方 法 得! =（0 .9502，

0 .02l4，0 .0l23，0 .0056，0 .0054，0 .005l）。

将试验数据和先验参数代入联合后验分布，采用 Gibbs
抽样算法计算各研制阶段产品可靠性估计。在 Gibbs 抽样

算法中取 5000 次抽 样 迭 代，通 过 对 抽 样 均 值 的 监 测，发 现

在 l000 次迭代 内，Gibbs 抽 样 算 法 就 收 敛 了。图 l 给 出 了

R3 的抽样值，其它可靠性抽样值形态类似。

为了消除过渡过程的影响，需选用“成熟”数据，以 l00l
~ 5000 次 ! 抽 样 数 据 作 为 进 行 Bayes 估 计 的 Gibbs 抽 样
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值。利用这些抽样值分别对各阶段任务可靠性进行后验估计，结果如表 l 所示。其中，后验均值和中位

数分别是参数在平方损失和绝对差损失下的 Bayes 点估计，5% 和 95% 两个分位数构成了参数的 90% 置

信区间，一般，计算! / 2 和 l -! / 2 两个分位数，就可以求出参数的 l -!置信区间，其中!为置信水平。

表 l 各阶段任务可靠性的后验估计

Tab .l Posterior estimators for each stage reIiabiIity

均值 标准差 5% 分位点 中位点 95% 分位点

Rl0
l 0 .639l4 0 .l0l86 0 .4573l 0 .64850 0 .79337

Rl0
2 0 .77974 0 .08443 0 .63206 0 .78372 0 .90488

Rl0
3 0 .9l277 0 .05732 0 .80306 0 .92288 0 .98578

Rl0
4 0 .97686 0 .02853 0 .9l878 0 .98709 0 .99995

Rl0
5 0 .99523 0 .0l062 0 .97083 0 .99966 0 .99999

由表 l 可以看出，利用本文方法可以得到每阶段产品可靠性的 Bayes 点估计和区间估计。此外，这

种模型的一个优点在于可以预测未来研制阶段的可靠性，给出未来研制阶段产品可靠性预测值。

为了考察各研制阶段试验数据对产品最终可靠性预测的影响，将各研制阶段试验数据逐一输入进

行计算，得到了每增加一个研制阶段试验数据下 Rl0
5 的预测值，如表 2 所示。其中 Rl0

5 I D（ i）表示在前 i
阶段试验数据下 Rl0

5 的预测值。

表 2 各阶段试验数据下 Rl0
5 预测值

Tab .2 Prediction estimation of Rl0
5 under each stage test data

Rl0
5 I D（l） Rl0

5 I D（2） Rl0
5 I D（3） Rl0

5 I D（4）

均值 0 .98906 0 .99l25 0 .99299 0 .99523
标准差 0 .03l5l 0 .02ll0 0 .0l75l 0 .0l062

由表 2 可以看出，随着研制阶段试验数据的增加，Rl0
5 预测值的标准差逐渐降低，这表明研制阶段

的试验数据不断修正了人们对产品最终可靠性的认识，加深了对 Rl0
5 预测值的确信程度。

由 Gibbs 抽样样本统计分析得，置信水平 90% 下产品最终任务可靠性的置信下限为!RL = 0 .9852；

若仅使用第 4 阶段试验数据，采用 Bayes 评估方法得置信水平 90% 下产品最终任务可靠性的置信

下限为"RL = 0 .9l39。

可见，若忽略研制过程可靠性增长的特点，将造成评估信息的丢失，浪费宝贵的试验信息，降低评估

结果的可信度。利用 Bayes 可靠性增长模型能充分利用历史信息、专家信息以及各阶段试验信息，适用

于产品小子样的可靠性增长评估。

6 结 论

针对指数寿命产品的定时、定数截尾试验方案，本文深化、推广了 Mazzuchi-Soyer 模型。这种模型以

狄氏分布作为先验分布，综合利用产品研制的历史信息和专家信息，结合产品研制各阶段试验数据，给

出了产品研制各阶段可靠性的联合后验分布。然后利用 Gibbs 抽样算法解决后验推断计算问题，最终

得到了各阶段产品可靠性的 Bayes 点估计和区间估计。值得注意的是，如果没有先验信息，需采用无信

息先验分布，此时此模型仍然适用，相应地令狄氏先验参数"!i = l，i = l，⋯，m + 2。
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