
国 防 科 技 大 学 学 报
第28卷第5期 JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE TECHNOI／)GY V01．28 No．5 2006

文章编号：1001—2486(2006)05—0119—04

快速傅立叶变换用于Fokker．Planck．Landau方程的数值求解‘

王一博，王尚武
(国防科技大学光电科学与工程学院，湖南长沙410073)

摘要：利用谱方法和肿技术对Fokker-Planek-Landau方程进行了数值求解，研究了均匀空间条件下粒
子在速度空间的分布函数随时问的演化。数值计算表明，所用计算方法能够很好地满足质量、动量和能量守

恒要求，计算速度与有限差分方法相比大大加快。
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Numerical Solution of Fokker．．Planck．．Landau Equation

by FFT Technique

WANG Yi—bo，WANG Shang-wu

(College of Photo-electronic Science and Engineering，National Univ．of Defense Technology，Changsha 410073，China)

Abstract：The印删method and FI T algorithm were appliod to the numerical solution of Fokker-Planck-Landau equation of

charged particles transported in pl猢，the evolution of the distribution function of chased particles in 3-d velocity space was simulated

numerically in homogeneous coordinate space．Computational results show that the conservations of inas$，momentum and energy
are

maintainod accurately by the adopted numerical scheme，and the computation cost is reduced considerably．
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Fokker-Planck．1andau方程是考虑了等离子体中粒子间二体小角度库仑碰撞效应的带电粒子输运方

程，可以用来描述等离子体物理、加速器物理和天体物理中带电粒子间的库仑相互作用。Fokker-Planck．

Landau方程的复杂性主要来源于其中的碰撞项。2000年，意大利数学家L．Pareschi等人[11提出了在速

度空间离散Fokker-Planck—Landau碰撞算子的快谱方法，该方法仅用量级为O(n3 log；)(n为速度空间的

离散点数)次乘法运算就能得到具有谱精度的数值解，并且证明了此方法能够严格保证质量守恒，动量

和能量守恒也能达到谱方法所具有的精度。

设等离子体由S类带电粒子所构成。第v类粒子的相空间分布函数厂¨’(，，V，t)(v=1，⋯，S)满

足的Fokker-Planck．【andau方程为‘2|：华+y·矿艄州㈡+等·矿矿)(，㈡儿妻c(广’∥) (1)

其中

c(厂㈤，产’)：护)矿，·dW缸·【去厂㈨(w)矿∥’(y)一≯1厂㈤(y)矿∥’(w)]
(2)称为Fokker_Planck—L矗ndau碰撞分项；‰=塾群lnA,K=瓦1，lIl以为库仑对数；u=y—w为

★收稿日期：2005—11—10

作者简介：王一博(1982一)，男，助教。

  



120 国防科技大学学报 2006年第5期

二类粒子之间的相对速度，u=I u l；岩=73一矿UU。由于F0kke卜Planck-Landau方程的复杂性主要存在于
碰撞项中，忽略掉方程中空间漂移项而研究求解简化后的Fokker-Planck．Landau方程

邀犁丝：∑S C(fdt (v)，产’) (3)
‘一

。 、’

2 Fokker-Planck-Landau方程的傅立叶变换

假设只有两种成分的粒子参与碰撞，它们的分布函数分别为．厂(，，V，t)和Y(r，W，t)。按照相对速

度的定义U=V—W，(2)式对背景粒子速度w积分时，可视入射粒子速度y固定，对w的积分可化

为对相对速度u的积分，再令U=一U，可将Fokker-Planck．Landau碰撞分项变形为：
r 1 r m 1

C(f，Y)=％矿，·l du帮·I Y(V+U)矿以V)一孑(V)矿∥(’，+u)I (4)

屯
“ 。 “吁

。

数值计算分布函数厂，只能将其限制在速度空间一定的范围之内，在这个范围外则认为厂=0。设这

个范围是球形域8(0，R)，那么它们的相对速度的范围就是球形域8(0，2R)。对，(V)、Y(V+u)在速

度空间作傅立叶级数展开，首先需要将厂(V)、Y(y+u)延拓成周期性函数。在速度空间以立方体C

[一r，r]3为周期，那么这个周期应包含相对速度的范围，即要求T>，2R。

在周期c[一F，F]3内，对．厂(V)、Y(V+u)作三维傅立叶级数展开并截断得

以y)_。：‰N-1砌弦和， 砌)=南．f，以队冉h‘2一‘Ⅳ一1’

、二』，、c[一{，r]3 (5)

)，(y+u)_。：∑N-1】，(m)ei和圳，y(m)：研1．f，，，(w)e-i孙‘wd-(N-I) w
” ¨“c矗r】3

这里的z=(z，，z：，z，)、m=(m，，m：，赢。)及N=(Ⅳ。，Ⅳ2，Ⅳ3)都是三维整数，上下限取±(Ⅳ一1)是使用

FFr算法的需要。

将八y)、，，(y+U)、的展开式(5)代入变形后的碰撞分项(4)，从而可将简化方程(3)化为：

型堕盟一v曼￡(盟i
at 一争8t v

掣1，=一嘞莓m-m)咖)fl(k-m,m) (6)

fl(1,m)_廿∞扣+m)硼一移)_(z+m)‘詈∽争)‘詈卜
由此可见，Fokker-Planck—Landau碰撞分项式(2)中对dW的积分化为对dU的积分式(4)后，再通过

对八V)、Y(V+u)作多维傅立叶级数展开过程被单独地分离出来，变成无量纲函数卢(z，m)。而p(f，

m)可以事先计算好，从而大大地降低了问题的复杂性。

方程(6)严格地保证了质量守恒，由口(一m，m)=0可得到：

—aF矿(O)：一∑{％∑F(一m)l，(小)卢(一m，m))：o (7)

而F(o)=匹务j f(V)。dV=舌务，可见只要F(o)保持不变，质量守恒便可得到满足。
c[一r，rr

3引入FFr算法降低运算量

方程组(6)的右端具有离散卷积的雏形。把卢(k—m，m)中含有(七一m)、m的部分分离，并记：
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G(m)：f一1 eign．oJd叫

B矗，。)⋯

％(m)_。点。，古w”～叫 幻，q-1’2’3’ @’

B(m)=[m2 G(m)一∑，砩m。％(m)】

这3个常数组可以一次性算好。记型=臼，则(6)式可以化为
||L，

萼竽}：一嘞{∑E(k—m)：F(k—m)]．[y(m)G(m)]+(1一臼)∑∑
。。

Y m P m

[(岛，一％)F(k—m)]·[mpY(m)G(m)]一日芝：[F(k—m)]·[Y(m)B(m)]

一(1一日)∑∑[(砟一mp)F(k—m)]·[m。l，(m)％(m)]
月 m

一∑∑E(g一％)(k，一m，)F(k—m)]·[y(m)％(m)] ) (9)
Pq m

(9)式的右端实际上是一系列离散卷积求和，每一离散卷积可简写为吼=芝：6。c。一。．
m

按照普通算法(即单独地计算每一个a。)，需要(2N一1)3次乘法，算出所有的a。就需要(2N一1)6

次乘法。为了降低运算开销，这里引入FFr算法13 J：

先将b、C的原始大小为(2N一1)X(2Ⅳ一1)X(2N一1)的数据，分别放入大小为4Ⅳ×4N×4N的

内存容器(i，．，，k∈[一2N，2N一1])的“左下角”(不包括其中3个底面i，J，k=一2N)；使用传统的行列

算法对b、C所在的内存容器作三维1w；b、C所在的内存容器逐项相乘，结果存于。容器中；最后对。
容器作三维逆FFr，容器中部(i，J，kE[一(N一1)，N一1])的数据就是要求的离散卷积。

以Ⅳ=4为例(数据左右界为[一3，3])，图1展示了肿算法的简要流程。

0 0

Datafor 6．o
O

，0

』——+正n可

I
6，G逐项相乘

l
逆Fr'r—————}

图1利用FW计算离散卷积的简要流程

Fig．1 The procedure of computing the discrete convolufionby FFT algorithm

此算法的特点是联立计算a。。考虑到容器内含有大量的0，如上算法可以将乘法次数减至64Ⅳ3·

{3．25109a[4Ⅳ]+1}，对运算量的节省十分可观。

4数值模拟

取时间以s为单位；设质量为m的粒子在温度％下的平均热速率为％=~／kTo／m，则粒子速度以

[‰]为单位；相空间分布密度厂(y，t)以[‰／晾]为单位；电荷以电子电量的绝对值e为单位；质量以电

子或质子的质量m为单位；速度周期r也以[％]为单位；对．厂(y，r)作傅里叶级数展开后，展开系数

F(k)的单位也是[n。，吒]。

假设在无限大空间中均匀地充满了电子，空间密度n。=1×1026(1／岔)，热特征速度％一／_瓦而：
=1×106[m／s]。在某个时刻，其中一半以5‰的速度向左漂移，另一半以5％的速度向右漂移，其无量
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纲化后的初始分布函数可表示为f(V,t=0)_0志丢H一堕掣]+唧【一堕学])(10)
取R=5+3=8，T=2R=16，离散点数2N=32。

此初始分布经足够时间的碰撞弛豫后，必将趋近于以下麦克斯韦分布

八y，￡一)2高eXp【一南J (11)

根据初、末态能量守恒，解得仃7=俪。3．055，2盯，。6．11，所以
厂(V=2a7，t=∞)一(~／2rt×3．055)。e～。3．104×10“ (12)

为了验证能量守恒，可以检验最终态的数值结果在V=2盯7的点上的值是否接近3．104×10～，由于

三维函数的作图不像二维函数那样直观，于是这里对各个时刻绘出．厂(V，t)=3．104×10一的等位面，并

观察最终态等位面(呈球形)的半径是否等于2d7。6．1l。

利用四阶Runge—Kutta格式H1求解微分方Tf呈(9)，可以得到分布函数随时间的演化的计算结果(厂=

3．104×10。4等位面)。

图2 t=嘛时刻电子在速度空间分布函数

Fig．2 qhe disuiⅫon flln商on at t=Ofs

图3 t=dSfs时刻电子在速度空间分布函数

Fig．3 qhe di由姗d∞flln商oll at￡=Jgs

图4 t=87fs时刻电子在速度空间分布函数

ng．4 1he dista4h】【icn fllll击OIl砒≠=87fs

图5 t=14躲时刻电子在速度空间分布函数图6￡=28"／fs时刻电子在速度空问分布函数图7 t=588f8时刻电子在速度空间分布函数

Fig．5’111e dimlhufion flⅡ商∞at￡=148fs Fig．6‰distrit枷on fllr商Orl at t=答Tfs Fig．7 1he distrihItion function m t=588fs

从图2～7中可以看出粒子的分布逐渐向麦克斯韦分布靠拢；从图7中可以看出：在E、亿(同K)

两个方向上，“2d面”的半径都接近于6．11，这表明前面所用的计算方法能够精确地保证能量守恒，而等

位面的中心位于原点则表明此方法也能精确地保证动量守恒。

(下转第132页)
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在表2和表3中，任务编号指的是实际的观测需求编号，例如3l(1)指的是周期性任务分解的第一

个周期对应的任务。从调度结果可以看出，本文提出的方法不仅能够给出具体的调度方案，还能够对调

度结果进行分析，并根据调度结果来评估卫星系统的能力。“时间窗口不满足”可能由于时间窗口不能

满足任务的持续时间或不满足任务的开始时间要求，导致任务没有合适的可见时间窗口。“没有时间窗

口”一项是指在调度时间范围内地面目标和卫星系统中所有的传感器均不可见。对于其他的任务未完

成原因就不在这里一一分析。

5结论

以成像侦察卫星的任务调度为背景，对卫星任务调度问题进行了研究，提出了成像侦察卫星任务调

度问题的约束规划模型，采用变邻域禁忌搜索算法求解约束规划模型，并对计算结果进行了比较分析。

所提出的约束规划模型可以应用于多卫星的任务规划与调度问题。
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谱方法离散后的碰撞项简洁明了，摆脱了原Fokker-Planck．Landau方程碰撞项中既含微分又含积分

给数值求解所带来的困难。由于化为一系列离散卷积之和，引入FFr算法后其运算量大为降低。数值

模拟结果表明，计算方法在严格保证质量守恒的同时，也能精确地保证动量、能量守恒。
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