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具有拟周期外力的非自治发展方程的时滞惯性流形与近似惯性流形 

朱健民，李 祥，黄建华

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：研究了一类具有拟周期外力的非自治发展方程，通过延伸相平面将非自治系统转化为自治系

统，再证明相应的自治系统的时滞惯性流形的存在性，并在时滞惯性流形的基础上构造了非自治发展方程的

近似惯性流形。
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Inerti al manif ol ds wit h delays and Approxi mate Inerti al manif ol ds of
a class of Non-autonomous EVolution EIuations with Ouasi- periodic terms

Z~UJian- min ，LI Xiang，~UANGJian- hua
（College of Science ，National Univ . of Defense Technology ，Changsha 410073 ，China ）

Abstract ：The present paper deals wit h t he long-ti me behavior of a non-autonomous evolution eCuations wit h Cuasi- periodic
ter m. Firstly t he existence of t he i nertial manif old wit h delay of t he system was proved by transferri ng the non-autonomous
systemto an autonomous systemthrough extendi ng the phase plane . Then the approxi mate i nertial manif old of t he system was
constructed .
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到目前为止，无穷维动力系统的长时间性态已得到了广泛的研究，其中惯性流形、时滞惯性流形和

近似惯性流形等都是非常重要的研究对象。对于惯性流形的研究，到目前为止已有许多的结果，如文

献［1 -3 ］等。惯性流形反映了耗散型发展方程大小涡分量之间的瞬时作用，即 （ ）=!（ （ ）），其中

 （ ）， （ ）分别表示 时刻的小涡和大涡分量。惯性流形的存在性需要严格的谱间隙条件来保证，这

对许多发展方程来说是非常苛刻的，甚至是难以实现的 同时对自然界中的许多微分系统来说，一般

要依赖于系统的历史，因此Debussche A. 和 Temam R . 在文献［8 ］中提出了时滞惯性流形的概念，即

 （ ）=!（ （ ）， （ - ）），  0 。它说明小涡分量的当前值不但依赖于当前大涡分量的值，还依赖

于小涡分量某个时间间隔 以前的值。相关内容可参见文献［8 ，10 -11 ］等。近似惯性流形也是有限

维光滑流形，并且方程的解轨线在有限的时间内都会进入到它的一个小邻域里，因此在无穷维动力系统

长时间形态研究中具有非常重要的意义，同时近似惯性流形的存在性不需要苛刻的谱间隙条件，因此适

合更广泛的耗散方程，具体可见文献［13 ］等。A.ReZounenko［4 ］在时滞惯性流形基础上构造了一类自治

的时滞半线性抛物方程的近似惯性流形，文献［7 ］研究了一类具有拟周期外力的非自治发展方程的惯性

流形，受文献［4 ，7 ，10 ］等的启发，本文研究文献［7 ］中的方程的长时间性态，利用时滞惯性流形的概念

构造了系统的近似惯性流形。

考虑~ilbert 空间 中的方程
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A 是~ 上的线性无界自共轭算子，存在~ 的一组正交基｛e a ｝，使得Ae a = ae a ，0  1  2 ⋯，li m
a   
 a

=  。假设f（ ，t ）：D（A ）> R  ~ 满足 f（ ，t ）-f（O ，t ）  CM A （ -O ） ，  ，O  D（A ），

 A    M， A O   M，同时满足 f（ ，t ）  C1 F 1（ ） ，C1 0，F 1（ ）是D（A ） ~ 的有界映射。

定义Banach 空间J ，其加权范数定义为    J = sup
  D（A ）

  （ ） 
 F 1（ ） 

，   J 。还假设f（ ，t ）是拟周期函

数，且f（ ，t ） Cb（R ，J ），其中Cb（R ，J ）为R 上的J 值有界函数的全体，即f（ ，t ）= F（ ， t ）=
F（ ，I1（t ），I2（t ），⋯，Ia 1（t ）），且F 关于每个Ii 是2!周期的，i =1，2，⋯，a 1，Ii（t ）= it ， i  !

是有理独立的，因此由文献［7］知可定义时间符号空间~（f ）如下：

~（f ）=｛F（ 1t + I01， 2t + I02，⋯， a 1t + I0a 1 ），（I01，I02，⋯，I0a 1 ）= I0 Ta 1 ｝

这里~（f ）为Cb（R ，J ）中的紧集，且关于平移群｛T（h ），h  !｝是正不变的，即T（h ）~（f ） ~（f ），

其中 T（h ）O（t ）= O（t + h ）， O（t ） ~（f ）. 假设g（t ）也是拟周期函数，且g（t ） Cb（R ，~），其中

Cb（!，~）为!上的~ 值有界函数的全体，即

g（t ）= G（ t ）= G（I/ 1（t ），I/ 2（t ），⋯，I/ a 2（t ））

G 关于每个I/ i 是2!周期的，i = 1，2，⋯，a 2，（ ， ）=（ 1， 2，⋯， a 1 ， 1， 2，⋯， a 2 ）， 1， 2，⋯， a 1 ，

 1， 2，⋯， a 2 是有理独立的，因此，同样可定义符号空间~（g ）如下

~（g ）=｛G（ 1t + I/ 01， 2t + I/ 02，⋯， a 2t + I/ 0a 2 ），（I/ 01，I/ 02，⋯，I/ 0a 2 ）= I/ 0 Ta 2 ｝

F（ ，I） C（Ta 1 ，J ）满足 F（ ，I）-F（ ， ）  C2 F 2（ ）  I-  ， I，  Ta 1 ，F 2（ ）是D
（A ） ~ 的有界映射。G（I/ ） C（Ta 2 ）满足 G（I/ ）-G（ / ）  C3 I/ - /  ， I/ ， /  Ta 2 ，C3
 0。由文献［9］知可用Ta = Ta 1 > Ta 2 替换时间符号空间 ~（f ）> ~（g ）。

由文献［7］可知，在某些适当的条件下，对每个   D（A ）， 0 Ta ，系统（1）有定义在［ ， ）上

的唯一解 （t ）= U 0（t ， ）  ，其中｛U （t ， ），t > ，  !，  Ta ｝是系统（1）所产生的过程簇。过

程簇｛U （t ， ），t > ，  !，  Ta ｝在D（A ）上有一个一致吸引子R 和一致吸收集B 0，即对任意有

界集B E ， t 0 = t 0（B， ）  ，使得当t >t 0 时，有 U
  Ta
U （t ， ）B;B 0，  !。

延伸相平面 D（A ）> Ta ，记S（t ）（ 0， 0）=（  0（t ，0） 0，T（t ） 0 ），（ 0， 0 ） D（A ）> Ta ，t
>0。由文献［9］知｛S（t ）｝是一个半群，它是下面自治系统生成的：

d 
dt + A = R

（ ， （t ））

d （t ）

dt =（ ， ）

（ （0）， （0））=（ 0， 0

 

 

 ）

（2）

其中，R（ ， （t ））= F（ ，I）+ G（I/ ）， （t ）=（I（t ），I/（t ）），I（t ）= T（t ）I0 =（ t + I0 ）mod
（2!）a 1 ，I/（t ）= T（t ）I/ 0 =（ t + I/ 0）mod（2!）a 2 。

" 自治系统（#）的时滞惯性流形的存在性

因为过程簇 ｛U （t ， ），t > ，  !，  Ta ｝在 D（A ）中有一致吸收集B 0，故存在  0 使得

B 0 B（O ， 
2

）（CE 中半径为 
2

的球）.选取 （I ） C  （!+ ，［0，1］）满足 （I ）=1，0 I  1； （I ）=

0，I >2，sup
I>0

  /（I ）  2。令  （I ）= （I
 

），且 R （ ， （t ））=  （ A   ）R（ ， （t ）），   D

（A ），   Ta 。

考虑截断方程
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S 
St + A = RG（ ，O ）

SO
St =

（O ，B ）

（ （0），O（0））=（ 0，O 0

<

f

L ）

（3）

由文献［7］知

sup
（ ，O ） D（AO ）> Ta

\ RG（ ，O ）\ <M0 （4）

\ RG（ 1，O 1）-RG（ 1，O 2）\ <M1（\ AO（ 1 - 2）\ + \ O 1 -O 2\ ） （5）

其中，M0，M1 为只与O ，P ，CM，Ci（i =1，2，3）相关的常数，下面仍记RO E!。

对任意N >0，P = PN 表示A 的前N 个特征向量张成的空间的正交投影，G =I -P，记A 的第N
个特征值为A ，第N +1 个特征值为A 。对于某个T>0，已知P （0）=y 0 PD（AO ），G （-T）=Z -T GD

（AO ），O  Ta ，对t  ［-T，0］，有

 （t ）= e ~A（T+t ）Z ~T + 
t

~ T
e ~（t ~S ）AGR（ （S ），O（S ））dS + e ~Aty 0 ~ 

0

t
e ~A（t ~S ）PR（ （S ），O（S ））dS（6）

再记

P（y 0，Z ~T，O ； ）（t ）= e ~A（T+t ）Z ~T + 
t

~ T
e ~（t ~S ）AGR（ （S ），O（S ））dS

+ e ~Aty 0 ~ 
0

t
e ~A（t ~S ）PR（ （S ），O（S ））dS （7）

则  C（［-T，0］，D（AO ））是满足式（6）的解当且仅当 是P（y 0，Z -T，O ；·）的不动点。

对适当的常数 H > 0，定义Banach 空间 GH =｛  C（［- T，0 ］，D（AO ））：\  \ H = sup
t  ［-T，0］

eH t

\ AO （t ）\ < +  ｝。显然，对给定的T >0，y 0 PD（AO ），Z -T GD（AO ），式（7）定义的映射P（y 0，

Z -T，O ；·）是GH GH 的映射。以下令D（AO ）= E ，且记\  \ E = \ AO \ ，V  E ，其中\ ·\ 为Hilbert
空间~ 中的范数。由文献［1］知

\ AOe -AtP \ <A OeA \ t \ ，t  !； \ AOe -AtG\ < K（t -O + AO ）e -A t ， t >0，K >0 （8）

定理" 假定"<A
A <B ，B  （1，2）且A ，T 满足如下条件

KM1T1 -O

1 -O + M1（KB O + 1）A OT < 14
（9）

则P（y 0，Z -T，O ；·）在GH 中存在唯一不动点P（y 0，Z -T，O ），且满足

\ P（y 01，Z 1-T，O 1）（0）-P（y 02，Z 2-T，O 2）（0）\ E<
4
3

（e -AT\ Z 1-T -Z 2-T\ E + \ y 10 -y 20\ E +
1
4 \ O

1 -O 2

\ ）

证明 设 1， 2 是GA 中的任意两个元素，记!P（t ）=P（y 0，Z -T，O ； 1）（t ）-P（y 0，Z -T，O ； 2）（t ），

! （t ）= 1（t ）- 2（t ），则有

AO!P（t ）<KM1 
t

~ T
（（t ~ S ）~O + AO ）e ~A（t ~S ）AO! （S ）dS + M1A O 

0

t
e ~A（t ~S ）AO! （S ）dS

用eA t 同乘上式，再由已知条件即可得对任给的（y 0，Z -T，O ） PE > GE > Ta ，P（y 0，Z -T，O ，·）在 GA

存在唯一不动点P（y 0，Z -T，O ）。

设（y i0，Z i-T，O i ） PE > GE > Ta（i =1，2）是任给的两组参数，P（y i0，Z i-T，O i ） GA（i =1，2）是对

应的P 的不动点，且记!P = P（y 10，Z 1-T，O 1 ）-P（y 20，Z 2-T，O 2 ），由上述证明P 压缩的过程容易看出：

eAt !P（t ）E <
1
4 !P A + e -TA e -

（A -A ）t Z 1-T-Z 2-T E + y 10 -y 20 E +
1
4 O 1 -O 2 ，这 里 用 到

O 1（t ）-O 2（t ）= O 1（0）-O 2（0），t  !，这是因为 d\ O
1（t ）-O 2（t ）\
dt = 0。从而 !P（t ）E<

4
3 e

-A t
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（e - T Z 1-T-Z 2-T E + 】 $ 10 -$ 20】 E +
1
4 】  

1 - 2】 ），此即证明了定理的结论。

注1 现在对任意的（$ 0，Z -T， ）G PE > OE > Ta ，记

 （$ 0，Z -T， ）= O （$ 0，Z -T， ）（0） （10）

则 ：PE > OE > Ta 一 OE 就是系统（3）的时滞惯性流形，系统（3）的任何一条轨道都满足式（10）。

定理! 若 ，T 满足定理1 的假设，同时满足：X 1 = KM1（（1 - ）-1T1 - +    T）＜15
，M1  T

＜15
，则对V（$i0，Z i-T， i ）GPE > OE > Ta（i =1，2），映射 满足：】  （$ 10，Z 1-T， 1）- （$ 20，Z 2-T，

 2）】 E＜
4
3 e

- T】 Z 1-T-Z 2-T】 E +
1
3 】 $

1
0 -$ 20】 E +

1
3 】  

1 - 2】 。

证明 由定理1 知，对于任意给定的（$ 10，Z 1-T， 1 ）和（$ 20，Z 2-T， 2 ）， （$ 10，Z 1-T， 1 ）（t ）和 （$ 20，

Z 2-T， 2）（t ）是式（6 ）的解。记! （t ）= （$ 10，Z 1-T， 1 ）（t ）- （$ 20，Z 2-T， 2 ）（t ），令 X 2 = X 1 +
X 1M1  T
1 - M1  T

，且1 -X 2＞0，则可得

】 O! 】  ＜
e - T
1 -X 2

Z 1-T-Z 2-T E +
X 1

（1 -X 2）（1 - M1  T）$
1
0 -$ 20 E +

X 2
1 -X 2

 1 - 2 （11）

再由定理条件即可得证。

注! 关于定理"与定理!中 ，T 的取法如下：取常数c ＞1 2，使得c
 ＞T＞

1 2
 

，再取适当的 

使得 KM1c 1 - 
（1 - ） 1 - + M1

（K  + 1）  c ＜
1
4

，KM1c
1 - 

（1 - ） 1 - + KM1 
   c ＜

1
5

，M1  
c
 ＜

1
5

，只需 1 - 

）－c ，其中－c = max｛
4KM1c 1 - 

1 - + 4M1（K  + 1）c ，5KM1c
1 - 

1 - + 5M1K  c ，5M1c ｝。此时e - T＜12
，且

有  （$ 0，Z 1-T， ）- （$ 0，Z 2-T， ）
E＜
2
3 Z

1
-T-Z 2-T】 E 。则映射 （$ 0，·， ）：OE 一 OE 存在唯一

的不动点，定义映射 T（P ， ）三 （P ，Z -T， ），其中Z -T =  （P ，Z -T， ）。下节将证明 的图像｛P
+  T（P ， ）， ｝c E > Ta 为系统（3）的近似惯性流形。

! 过程簇｛U （t ， ），t ） ， GR ， G Ta ｝的近似惯性流形

引理"［12］ 设O（t ））0 在［0，T］上连续。若存在正的常数a ，b ， ， ＜1，使得当t G［0，T］时，

有

O（t ）＜a + b｝
t

0
（t -S ） -1O（S ）OS （12）

则存在与a 无关的常数L ＞0，使得

O（t ）＜ La ， t G［0，T］ （13）

定理# 取常数c ＞81 2，使得c
 ＞T＞

81 2
 

，并且 1 - ＞max｛－c ，20LKM1c
1 - 

1 - + 20LKM1  c ，

M0K（
22 - c 1 - 
1 - + 2  c ）｝，则对任意的 ＞0，存在N + a 维近似惯性流形 =｛P +  T（P ， ）， ｝c E

> Ta ，使得其 邻域吸引系统（3）的任意一条解轨线，即当t ）T2
时，系统（3）的解满足

】  S（t ）（ 0， 0）- T（P S（t ）（ 0， 0）， （t ））】 E＜2exp｛-
2
Tt 1 2

｝】 O （0）- T（P （0）， 0）】 E + 

（14）

其中， 为E > Ta 一E 的投影算子， （ ， ）= ，（ ， ）G E > Ta 。

证明 记  （t ）=  0（t ，0）  0，  0 GP +  （P ， 0 ），（P ， 0 ）G PE > Ta ，因此对系统（3）的任意解
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S（t ）（ 0 ，O0 ）=（ （t ），O（t ）），有G （t ）- IT（P （t ），O（t ））= G（ （t ）-  ̂（t ））+［Ĝ （t ）- IT

（P̂ （t ），O（t ））］+［IT（P̂ （t ），O（t ））- IT（P （t ），O（t ））］，其中（ 0 ，O0 ） E > Ta ，当 T
2  t  T

时，利用式（11 ）、定理2 、引理1 以及IT 的Lipschitz 性质，易得 IT（P̂ （t ），O（t ））- IT（P （t ），O

（t ）） E 

5
3 X 1

1 - 4
3 e -?T

L G（ 0 - ̂0 ） E 。

下面估计 Ĝ （t ）-IT（P̂ （t ），O（t ）），固定t 0 ［0 ，T］，令I（t ）=  ̂（t ）（t  ［0 ，t 0 ］），I（t ）=
O 0（t ）（t  ［-T，0 ］），其中O 0（t ）为式（6 ）的解，因此有

I（t ）= e -t AP + 
t

0
e-（t -T）APR（I（T），O（T））dT+ e-（t +T）AIT（P ，O）

+ 
t

-T
e -（t -T）AGR（I（T），O（T））dT

此式对 t  ［- T，t 0 ］均成立。又P = et 0AP （t 0 ）+ 
0

t 0
eTAPR（I（T），O（T））dT，则

I（t ）= e -（t -t 0 ）AP （t 0 ）+ 
t

-T
e -（t -T）APR（I（T），O（T））dT+ 

t

t 0-T
e-（t -T）AGR（I（T），O（T））dT+

e -（t +T）AIT（P ，O）+ 
t 0-T

-T
e-（t -T）AGR（I（T），O（T））dT

G （0 ）= GO 0（0 ）

= e -TAIT［P （0 ），O（0 ）+ 
0
t -TeTAGR（I（T），O（T））dT］

令Ot 0 为下面方程的解

Ot 0（t ）= e -（t -t 0 ）AP （t 0 ）+ 
t

t 0
e-（t -T）APR（Ot 0（T），O（T））dT

+ 
t

t 0-T
e -（t -T）AGR（Ot 0（T），O（T））dT+ e-（t -t 0+T）AIT（P （t 0 ），O（t 0 ））

则可得IT（P （t 0 ），O（t 0 ））= GOt 0（t 0 ），在C（t 0 -T，t 0 ；D（AO））中定义

 O t 0 sup
t  ［t 0 -T，t 0 ］

｛e -Y（t 0 -t ） O（t ） E ｝

其中，Y ［?，A］，则有

 I（t ）-Ot 0（t ） E ［M1?OT + M1KT1 -O（1 -O）-1 + M1KAOT］eY（t 0 -t ） I-Ot 0 t 0
+ e -A（t + T） IT（P （0 ），O（0 ）） E + e -A（t -t 0 + T） IT（P （t ），O（t ）） E
+ M0K［（2T）1 -O（1 -O）-1 +AOT］e -At

令z 1 = M1?OT + M1KT1 -O（1 -O）-1 + M1KAOT，z 2 = M0K［（2T）1 -O（1 -O）-1 +AOT］，当?，T 满

足定理的假设时，有z 1 
1
2

，z 2 
1
2

，再令Y=A，则有

sup
t  ［t 0 -T，t 0 ］

e -A（t 0 -t ） I（t ）-Ot 0（t ） E 
1
2 I-Ot 0 t 0 + e -A（t 0 + T） IT（P （0 ），O（0 ）） E

+ e -AT IT（P （t 0 ），O（t 0 ）） E +
1
2 e -At 0

因此 I-Ot 0 t 0 2e
-A（t 0 + T） IT（P （0 ），O（0 ）） E + 2e -AT IT（P （t 0 ），O（t 0 ）） E + e -At 0 ，再由IT

的定义知，存在常数CR ，使得 IT（P ，O） E CR ，（P ，O） PE > Ta ，此时有 I-Ot 0 t 0 4CRe
-AT

+e -At 0 。又 Ĝ （t 0 ）- IT（P̂ （t 0 ），O（t 0 ））= G（I（t 0 ）-Ot 0（t 0 ）），故可得 Ĝ （t ）- IT（P̂ （t ），O

（t ）） E 4CRe -AT + e -At 。综上知， G （t ）- T（P （t ），O（t ）） E 
1
2  G

（ 0 - ̂0 ） E + 4CRe -AT +
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e - I 。上式利用了定理关于 ，T 的假设。此即可得，当I 6［T2
，T］时，d（I ）＜1

2 d
（0 ）+ ，其中d（I ）

= G （I ）- T（P （I ）， （I ）） E ， =4CRe - T + e - T2 。于是，令I 7 = 7
T
2

，则有d（I 7 + 1 ）＜1
2 d

（I 7 ）

+ ，迭代得d（I 7 ）＜（1
2

）7d（0 ）+ 2 。又对于I 6［I 7 +
T
2

，I 7 + T］，有d（I ）＜1
2 d

（I 7 ）+ ，因此对于所

有的I jT2
有d（I ）=2exp（- 2

TI l n2
）d（0 ）+ 2 ，令 =2 ，定理证毕。

定理! 若系统（3 ）存在近似惯性流形 ，且 ，T 满足定理3 的假设，则系统（1 ）存在N 维近似惯

性流形｛P +  T（P ， ），（P ， ）6PE > Ta ｝，即对于任意小的 ＞0 ，使得Lipschitz 流形  的 邻域吸

引过程簇｛U （I ， ），I j ， 6"， 6Ta ｝的任意一条解轨线U （I ， ）  ，I j ， 6"，（  ， ）6E >
Ta 。

证明 由定理3 知自治系统（2 ）存在近似惯性流形 = ｛（P +  T（P ， ）， ），（P ， ）6E > Ta ｝。

下面断言  为过程簇｛U （I ， ），I j ， 6"， 6Ta ｝的近似惯性流形，其中 ：E > Ta 一E 为自然

投影算子. 事实上 为有限维 Lipschitz 流形，则  亦为有限维 Lipschitz 流形。由平移恒等式［9 ］

UT（ ） （I ， ）= U （I + ， + ）以及式（14 ）可得  对于系统（1 ）的任一解 （I ）= U （I ， ）  ，I j
 ， 6"的吸引性，因此  即为系统（1 ）的近似惯性流形。
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