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参数化滤波器逼近问题的全局最优算法!

粟塔山，吴 翊

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：基于Lipschitz 下界估值和分枝定界技术，给出了一维参数化小波滤波器逼近问题的全局最优算

法。由于充分利用了滤波器逼近问题的特点，本方法将原来的Lipschitz 算法的线性收敛速率提高为二次收

敛速率。
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The global Opti mization Algorit h m for One- di mension
Fi nite wavelet Filters Approach
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Abstract ：Based on Litschitz i nfi mumesti mate and the technology of branch- bound ，t he global opti mization algorit hm for
one- di mension fi nite wavelet filter approach is presented ，Taki ng advantage of t he peculiarity of t his filter approach problem，t he
convergence rate of Lipschitz algorit hm was i mproved fromli near to second-order .
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近年来，P .P .Vai dyanat han［1 ］和P .S.Long［2 ］研究发展的参数化构造方式，为小波滤波器的选择提

供了一条广阔的途径。特别是对于一维紧支撑正交小波滤波器，参数化形式将它们一网打尽，即从理论

上说，可以构造出满足任何要求的紧支撑正交小波滤波器。

利用参数化理论选择小波滤波器，都可归结为一个无约束或带约束的参数最优化问题。基于P .S.
Long 的参数化理论，文献［3 ］给出了从一组参数!=（!1 ，⋯，!N ）到紧支撑正交小波滤波器系数Pk（!）

（k =0 ，⋯，2N + 1 ）的解析表达式，它由一系列的正交变换完成，并导出了Pk（!）关于!的梯度和二阶导

数矩阵的解析式及计算格式。这些工作为最优化计算提供了基础。然而，在参数化滤波器逼近问题中，

理论分析和数值计算均表明，由于目标函数的非凸性，该优化问题存在很多的局部最优点（个数随滤波

器的长度快速增长）。Taubman 和A.zakhor 等对此展开了很多研究［4 -7 ］，期望找到全局最优点。但这

些方法和技巧都是基于从多个初始点出发的思想，没能得到一种理论上圆满和实践上有效的全局算法。

本文根据Lipschitz 全局最优化一般原理，结合滤波器参数优化问题的特点，给出了一个滤波器逼近问

题的参数全局最优算法，改进了Lipschitz 算法的下界估计，将原算法的线性收敛率提高到二阶收敛率。

1 维矩形域上的Lipschitz 全局优化算法

设D =［a ，b ］是N 维矩形，Lipschitz 全局优化方法主要是通过分枝定界的思想，将矩形切割成子

矩形并估计目标函数每个子矩形中的下界，再与函数在原矩形中的上界估值比较，去掉不可能含有全局

极小的子矩形，从而形成一个收敛于全局极小的序列。目标函数的Lipschitz 性质提供了在子矩形中的

一种下界估计方式

f（x ）"f（y ）-L"（D ）
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其中O ，y  D ，L 是Lipschitz 常数， （D ）是子矩形半径。迭代过程中函数在子矩形中的下界估值为

 = max｛f（a ）-L （D ），f（m ）- 12 
（D ），f（b ）-L （D ）｝ （1）

其中，a ，b ，m 分别为矩形的左下角，右上角和中点。迭代开始时函数在原矩形中的初始上界估值为

 1 = mi n｛f（a ），f（b ），f（m ）｝ （2）

迭代过程中上界估值按

 a + 1 = mi n｛ a ，f（ b
（a ）），f（*a

（a ）），f（ m
（a ）），f（*m（a ））｝ （3）

不断改善，其中 m（a ），*m（a ）为分割出的子矩形 Da ，*Da 的中点。通过下式确定当前迭代点Oa + 1，

f（Oa + 1）= a + 1，Oa + 1 ｛Oa ， b（a ），*a（a ）， m（a ），*m（a ）｝ （4）

为保证下界估值的不减性，还须按下式修改 Da ，*Da 的下界估值

  a  max｛ a ，  a ｝

* a  max｛ a ，* a
 
 

 ｝
（5）

算法! 连续函数f 在N 维矩形域D 上全局最优的Lipschitz 分枝定界算法

Step0  =｛（D ， 1）｝，其中， 1 是f 在D 中的初始下界估值，按式（1）计算。全局极小的初始上

界估值 1 按式（2）计算，并确定相应的O 1，使f（O 1）= 1，置  0，a =1。

Step1 从 中取出具有最小下界估值的子矩形Da ，下界估值为 a 。如果 a - a < ，算法终止，

Oa 为近似全局最小点， a 为近似全局最小值。否则

Step2 对Da 作细分，产生两个子矩形 Da ，*Da . 按（1）式计算f 在子矩形 Da ，*Da 中的下界估值  a ，

* a 。按式（3）、（4）改善全局极小的上界估值 a + 1并确定相应的Oa + 1，再按式（5）修改  a ，* a 。

Step3 如果  a < a + 1，将（ Da ，  a ）插入 。如果* a < a + 1，将（*Da ，* a ）插入 。置a  a + 1，返

回Step1。

R .~orst［8］证明了算法产生的｛Oa ｝+  a =1 的任意聚点都是全局最小点。算法的收敛率取决于 a - a
收敛于零的速度，由算法1 可知，T aT - aT  L （DaT

），可见， aT - aT 是 （DaT
）的同级无穷小，或者说，

 aT - aT 关于 （DaT
）线性收敛于零。

下面根据参数化滤波器逼近问题的特点，分别建立算法1 中下界估值的一次模型和二次模型，一次

模型使得 aT - aT 关于 （DaT
）二阶收敛于零；二次模型的收敛率更优，但运算量比一次模型大。

" 滤波器逼近问题中的几个不等式

滤波器逼近问题归结为极小化问题［3］

minf（e）= -Z Th（e）

st e ｛ D
其中，Z 是已规范化的2N + 2 维待逼近的滤波器系数向量，h（e）是2N + 2 维参数化滤波器系数向量，

D =［a ，b ］是N 维矩形，a =（0，⋯，0）T，b =（2!，⋯，2!）T。

我们在文献［3］中已经得到

"

Tf（e），

"

2f（e）的计算公式和结论

8h（e）

8e

=
=== =
===

 
 2， 82h（e）

8ei8e

=
=== =
===

 
 4， 8

8eS
（8

2h（e）

8ei8e 

=
=== =
===） 8

利用这些结论和文献［9 -11］中各种形式的台劳展式，可以得到下面几个不等式，为节3、4 做准备。

引理 记L 1 =2  N ，L 2 =4N ，L 3 =8N
3
2 ，那么， e，e（1），e（2） RN ，成立如下五式：

max
e
H

"

f（e）H <L 1

H f（e（1））-f（e（2））H  L 1 H e
（1）-e（2）H

max
e
H

"

2f（e）H F L 2

H

"

f（e（1））-

"

f（e（2））H  L 2 H e
（1）-e（2）H

H

"

2f（e（1））-

"

2f（e（2））H F L 3 H e
（1）-e（2）H
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其中 · F 是指矩阵的Frobeni us 范数。引理中的第2 式给出了算法1 中的Lipschitz 常数L 1 。

3 利用f（O）的一次模型改进算法1 中Lipschitz 的下界估值

考察滤波器逼近问题的目标函数f（O）在矩形D =［a ，b ］上的下界估值问题。这里只考虑利用矩

形的中点 m 产生的下界估值，左上角点a 和右上角b 可以完全平行地讨论。

因为f（O）二阶连续可微，由中值定理， O D ，

f（O）= f（m ）+

!

Tf（m ）（O- m ）+ 
1

0
（1 -I ）（O- m ）T

!

2f（m + I（O- m ））（O- m ）dI

所以

I f（O）- f（m ）-

!

Tf（m ）（O- m ）I =  
1

0

（1 -I ）（O- m ）T

!

2f（m + I（O- m ））（O- m ）dI

  
1

0
（1 -I ）（O- m ）T

!

2f（m + I（O- m ））（O- m ）dI

  
1

0
（1 -I ） 

!

2f（m + I（O- m ）） F · O- m  2dI
再利用节2 引理中的第3 式，可知

 f（O）-f（m ）-

!

Tf（m ）（O- m ）  
L 2
2  O- m  2

记

!

Tf（m ）=（R1 ，⋯，RN ），则

f（O） f（m ）+

!

Tf（m ）（O- m ）-
L 2
2  O- m  2

 f（m ）+ min
O D

｛

!

Tf（m ）（O- m ）-
L 2
2  O- m  2 ｝f（m ）+  

N

i =1
mi n

ai  Oi  bi

｛Ri（Oi - mi ）-
L 2
2

（Oi -

mi ）2 ｝上式最后的N 个单变量极小化函数都是Oi 的凹函数，它的最小点必是区间端点ai 或b i ，易知极

小点是

Oi =
ai ，Ri  0
b i ，Ri  
 
 
 0

从而相应于O的最小值为

!

Tf（m ）（O- m ）-
L 2

2  O- m  2 = - 1
2  

N

i =1
I Ri I （b i - ai ）-

L 2

8
［S（D ）］2  T

于是，得到f（O）在D 中的下界估值J= f（m ）+T。

比较本节在 m 产生的下界J与算法1 在 m 产生的下界f（m ）-
L 1

2 S
（D ） ̂J。

定理1 当S（D ）适当小，则有J ̂J，即本节得到的下界优于前一节的下界。

证明 由于文章篇幅所限，证明略。

定理2 若使用本节产生的下界Jk ，则Yk -Jk 关于S（Dk ）二阶收敛于零。

证明 由于文章篇幅所限，证明略。

4 利用f（O）的二次模型改进算法1 中Lipschitz 的下界估值

考虑f（O）的二次模型。设D =［a ，b ］是N 维矩形，这里只考虑利用D 的中点m 作估值。由基本

公式和节2 引理中的第5 式，有

f（O） f（m ）+

!

Tf（O）（O- m ）+ 1
2

（O- m ）T

!

2f（m ）（O- m ）-
L 3

6  O- m  3

 f（m ）+ mi n
O D

｛

!

Tf（O）（O- m ）+ 1
2

（O- m ）T

!

2f（m ）（O- m ）｝-
L 3

6
［S（D ）］3

为得到f（O）在D 的下界估值，需求解D 上的二次规划

min
O D

｛

!

Tf（O）（O- m ）+ 1
2

（O-m ）T

!

2f（m ）（O- m ）｝
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当

!

2f（m）正定，二次规划是严格凸的，否则是凹的或者不定的，可以对

!

2f（m）作Cholesky 分解判断

!

2f（m）是否正定。当不正定时，求解二次规划是NP 难的，但我们仍有退而求其次的办法（当迭代点接

近最优点时，

!

2f（m）必是正定的）。

下面分两种情况讨论f（6）在D 的下界估值问题。

4.1

!

2f（m）为正定矩阵

此时有成熟高效的紧约束集法求得正定二次规划的唯一全局最小解。紧约束集法针对约束集为一

般的多胞形，N 维矩形作为其特殊情况，我们得到了简便得多的方法（由于文章篇幅所限，具体算法

略）。

4.2

!

2f（m）不正定

当

!

2f（m）不正定时，得到下界估值（由于文章篇幅所限，推导过程略）

I= f（m）+ E
N

a = l
Ta  

L 3
6

［S（D）］3

其中，

Ta = mi n
aa <Ta <

~ba

（PaTa +
Oa
2T

2
a ）=

-P
2
a

2Oa
， 当Oa >0 ，l Pa l <Oa~b a

Oa~b 2
a

2 - l Pa l ~b a

<

f

L ， 否则

定理3 设S（D）适当小。如果

!

2f（m）正定，或者

!

2f（m）不正定但H上的二次规划在DP 上达到

最小值，那么I>Î，即二次模型的下界优于一次模型的下界。

证明 由于文章篇幅所限，证明略。

5 总结及三种下界估值的数值实例比较

滤波器逼近问题的Lipschitz 全局最优算法中，下界估值决定着算法的收敛速率。本文列出了三种

下界估值方法，第一种方法由原算法给出，第二和第三种方法是本文的结果。表l 出一个数值算例比较

三种下界估值。全局逼近问题

minf（6）= -z Th（6）

st 6 D
中的待逼近滤波器z 是一个双正交滤波器，数据来自于文献［l2 ］，并且被规范化。

表l 数值算例

Tab .l The example

a z a a z a

0 -6 .5096092585l6232e -002 4 0 .42l70l9604035378

l -4 .l0407l82l573077e -002 5 -4 .l0407l82l573077e -002

2 0 .42l70l9604035378 6 -6 .5096092585l6232e -002

3 0 .795293l720696389 0 .0

这个问题中N =3 ，L l =2  N ，L 2 =4N ，L 3 =8N
3
2 。

选择D 中的一个子矩形D0 =［a 0 ，b 0 ］如下：

a（0 ）=（l. 7 ，l. 7 ，3. 7 ）， b（0 ）=（2. l3 ，2. l3 ，4. 25 ）

D0 的中点是m =（l. 9l5 ，l. 9l5 ，3. 975 ），直径S（D0 ）= 0. 8l9939022l2299 。利用中点m，用三种方法

估计f（6）在D0 中的下界。

第一种下界估值：

l6粟塔山，等：参数化滤波器逼近问题的全局最优算法



J1 = f（n ）-
L 1
2 S

（D0 ）= -2. 4174757327222

第二种下界估值：f 在n 处的梯度向量

!

2f（n ）=
-0. 00089451005081789
-8. 1216483070789e -005
 

 

 

 -0. 00072522793352013
=

R1
R2
R

 

 

 

 3

J2 = f（n ）- 1
2  

N

i =1
\ Ri \ （b（0 ）

i - a（0 ）
i ）-

L 2
8

［S（D0 ）］2 = - 2. 0061589061833

第三种下界估值：f 在n 处的二阶导数矩阵

!

2f（n ）=
1. 922956600846868 0. 1249182436348519 1. 582352198012299
0. 1249182436348519 0. 2502896111643027 -9. 031479167026521e -002
1. 582352198012299 -9. 031479167026521e -00

 

 

 

 2 1. 491546069588058
它是正定矩阵。求解正定二次规划

min
O D0

｛

!

Tf（O）（O- n ）+ 1
2

（O- n ）T

!

2f（n ）（O- n ）｝

得到其唯一最优值T= -2. 0996439604488e -007 ，于是

J3 = f（n ）+T-
L 3
6

（S（D0 ））3 = -1. 4746920749309

可以看到J3 J2 J1 。不能小看了这点差异，下界提升0. 1 ，就可能甩掉很多子矩形，从而加快了收敛

速度。
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