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计算介质体瞬态散射矩阵元素方法的改进!

蔡明娟，周东明，刘 锋，任 猛，何建国

（国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：针对求解均匀介质体的瞬态电磁散射问题，采用基于MOT 的方法求解M ller 方程来分析，对分

析中矩阵元素的积分求解，提出了一种奇异分离方法。该方法考虑了时间项延迟的影响，减小了计算中的近

似，提高了计算精度。验证表明，和原算法相比，新算法在近奇异处理上的误差很小。
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I mprovement of Computi ng Matri x elements i n analyzi ng
Transient scatteri ng of dielectric Bodies
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abstract ：To analyZe t he transient scatteri ng of homogeneous dielectric bodies，t he M ller eCuations Wit h MOT method
Were chosen . Asi ngularity-extraction techniCue Was presented to calculate t he i ntegrals of matri x elements，Which considers t he
ti me delay eff ect . It could reduce the approxi mate Value and i mproVe the accuracy . The calculation specifies t hat t he neW
method has loWer-leVel errors i n near si ngularity t han the common method .
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用marchi ng-on-i n-ti me（MOT）［1］方法求解均匀介质的瞬态散射，其特点是将时域积分方程化为矩

阵方程求解。阻抗矩阵中的元素求解涉及到一些积分，其被积函数含有空间变量和时间变量。当场点

和源点比较相近时，它们之间的距离趋近零，积分趋于奇异。此时积分求解得是否准确，直接关系到结

果的准确性。通常的做法是将时间基函数中的空间变量用空间点所在的三角形的质心点来代替［1 -3］，

从而将时间基函数从被积函数中分离出来，使得积分易于求解。这种近似作法忽略了时间项在不同点

的时间延迟，计算结果会引入较大的误差。目前，有文献提出磁场积分方程的奇异提取技术［4］，但此方

法不适合用于均匀介质散射的问题。对于这种情况，本文针对在选用M ller 方程来求解均匀介质瞬态

散射时矩阵中的积分处理，提出了一种奇异分离的方法，减少了时间项的近似对于结果产生的影响，和

常用方法相比，计算误差比较小。

1 求解过程

假设在均匀媒质1 中存在的媒质2 为均匀介质体，介质表面为S。入射波为一时间有限信号，即有

!=!max，并且"r#S当t$0 时入射波为零。根据M ller 方程，入射场、散射场和等效电流源、等效磁

流源之间有如下关系［5］：

-n̂（r）>［Einc1（r1，t）+"Einc2（r2，t）］=（1 +"）M（r，t）+ n̂（r）>（［Escat1 （r1，t）-"Escat2 （r2，t）］｛J，M｝）

（1）

-n̂（r）>［Hinc1（r1，t）+#Hinc2（r2，t）］= -（1 +#）J（r，t）+n̂（r）>（［Hscat1 （r1，t）-#Hscat2 （r2，t）］｛J，M｝）

（2）
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其中，O=E2／El 、B=H2／Hl ，Eg 、Hg（g =l ，2）分别为媒质g 中的介电常数和磁导率。为了能够数值地求

解式（l ）和（2），将等效电流源J（r ， ）和等效磁流源 m（r ， ）分别作时间和空间上的离散，即

J（r ， ）  
ns

  l
 
n 

j  l
j j ，  j（ ）S （r ）， m（r ， ）  

ns

  l
 
n 

j  l
 j ，  j（ ）S （r ） （3）

图l RWG 函数示意图

Fig .l Structure of RWGf unction

在本文研究中，将空间基函数 S （r ）选为经典的 RWG 基函

数［6］，
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其中，  为 内边的长度，   为三角形P  的面积，如图l 所示。

图l 中] 点是 内边对应的一个自由顶点。时间基函数有多种选

择，此处选取时间的二阶基函数，这方便于下面计算中的时间项求导，具体为
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（5）

并且 j（ ）= （ -j ! ），其中! 为时间步长。为了求得式（3）中的未知系数j j ， 和 j ， ，将式（3）代

入式（l ）和（2），并用S （r ）进行空间Galerki n 测试，就可以得到一组方程来求解。求解过程可以用矩阵

表示为

 Z 0I j  Fj   
j  l

i  l

 ZiI j  l （6）

其中， Zi =
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］T 为j 时刻的式（3）中的未知系数，Fj 和入

射场有关，其值为Fj =［Fe
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。

在矩阵元素 Zemi 、 Zeji 、 Zhmi 和 Zhji 的表述中，存在三种积分需要求解：

I l  〈S m（r ），̂n（r ）XH
S

dS/［S （r* ）X R
8   i（T）

 2
］〉 （7）

I 2  〈S m（r ），̂n（r ）XH
S

dS/［S （r* ）X R
  i（T）

 3
］〉 （8）

I 3  〈S m（r ），̂n（r ）XH
S

dS/［S （r* ）8   i
（T）

 
］〉 （9）

其中，时间基函数中的T= - ／c ， = l r -r/ l 是场点r 和源点r* 之间的距离，̂n（r ）是场点所在三角

形的单位法向量。

! 积分的求解

当场点向源点逼近，即  0 时，式（7）"（9）中的内层积分中被积函数的分母趋近于零，于是积分
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变得敏感而会有奇异性。当场点和源点位于同一个三角形时，由于n̂（r ）> sn（r/ ）> r = 0 ，所以I 1 和

I 2 不存在绝对奇异。对于（9 ）式积分，常常采用位势积分（Potential integrals ）［7 ］来计算内层积分。对于

式（7 ）!（9 ）中时间项中!= t -R／c 的处理，通常是取!= t -Rmn／c ，其中Rmn = l r c -r/ c l ，r c 和r/ c 分

别为场点r 和源点r/ 所在的三角形的质心。可以看到，这种近似降低了积分难度，但同时也带了一定的

误差。为了避免这种误差，本文提出下面的处理方法。

将sn（r/ ）X r 中的矢量乘积作分解，

（r/ ~ l ）X（r ~ r/ ）= （r/ ~ l ）X（r ~ l + l ~ r/ ）= （r/ ~ l ）X（r ~ l ）

其中，l 是r/ 所在三角形的自由顶点。于是，对内层的积分，略去常数项，有三种形式的积分需要计算：

I 1/ =H
S
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（!）
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L R
现在把时间项作分解，写为：
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此时，式（10 ）!（12 ）中的第一项积分可以用高斯积分计算，第二项积分中的时间基函数只与时间有关，

而与场点和源点无关，积分可以用位势积分求得。这样，参与计算的时间项产生的结果影响就准确得

多。

! 结果比较

图2 两个三角形的位置

Fig .2 Position of t wo triangles

为了验证上面提出的方法，本文在两个邻近三角形域上计算了

式（7 ）!（9 ）。两个三角形相对位置随其夹角"变化而变化，如图2
所示。给出了常用方法和本文方法数值计算结果与精确解的相对

误差，其中参考解是用数学软件计算所得。相对误差表示为

Relatioe Error（"）= ［Data（"）-Dataexact（"）］／Dataexact（"）

图3 给出了误差曲线，可以看出本文方法的相对误差随角度"的变

化比较一致，其相对误差比常用方法的要小，这说明采用本文方法

可以提高计算精度。

" 小 结

用 MOT 方法计算均匀介质时域散射时，要求解若干矩阵元素的积分，本文提出了一种新的时间项

提取方法计算矩阵元素积分中的时间项，将时间项的作用作了分离，考虑了时间项延迟的影响，避免了

常用方法中忽略时间延迟的影响而产生的误差，提高了积分的精度。算例证明了这种方法的有效性。

在计算电磁兼容方面需要高精度的结果时，文中所提出的方法是很有效的。
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图3 相对误差的比较

Fig .3 Comparison of relative errors
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