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构造二维正交紧支撑线性相位小波滤波器的递推算法 

粟塔山，吴 翊

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：根据二维小波滤波器参数化理论，提出了一个具有可操作性的二维小波滤波器递推算法。用最

简形式刻画了4 阶标准正交中心对称矩阵，并证明了根据算法产生的线性相位滤波器的一个重要性质。
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二维小波滤波器的理论相对于一维滤波器薄弱一些，尤其是如何按实际问题的技术要求构造出适

合的二维小波滤波器，是一个难点。简单的方法是利用两个一维小波滤波器作乘积，但正如文献［1］中

所指出，这种可分滤波器有令人遗憾的缺点，例如，方向的选择性比较差，对水平方向和竖直方向比较

好，对其他方向就不敏感。现在，二维小波滤波器的理论和应用都有了长足的进展［2 -7］。构造二维小

波滤波器的的主流方法是矩阵扩展，但是这种方法对特定的问题依赖于特定的技巧，构造的滤波器数量

品种有限，构造的复杂度比较高。Si-long Peng 提出了二维（N 维）小波滤波器参数化构造方式［8］，给定

一组参数，就能得到一个二维小波滤波器；适当选择参数，还能使它具有线性相位，本文第1 节简要介绍

了这一参数化理论的主要结果。但是，究竟如何由给定的参数得到滤波器的系数，需要可操作性的计算

格式。更重要的是，只有适当地刻画了参数集，使其产生的滤波器能遍历到所有可能的滤波器，才能根

据实际应用中对滤波器的技术要求作出参数的选择。本文用最简形式刻画了4 阶标准正交中心对称矩

阵，根据参数化理论提出了一个具有可操作性的二维小波滤波器递推算法，并证明了根据算法产生的线

性相位滤波器的一个重要性质。

1 二维正交小波参数化理论

记平面单位圆上的复变量Z 1 =ei!1 ，Z 2 =ei!2 ，考虑N =2S + 1 次实系数二元多项式

m（Z 1，Z 2）=  
N

j ，k =0
1jkZ j1Z k2

定义1 如果m（Z 1，Z 2）满足性质

 m（Z 1，Z 2） 2 + m（-Z 1，Z 2） 2 + m（Z 1，-Z 2） 2 + m（-Z 1，-Z 2） 2 =1
m（1，1）
 
 
 =1

则称m（Z 1，Z 2）为N 阶二维正交紧支撑小波滤波器。进一步，如果存在正整数1 ， ，使得
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m（Z 1，Z 2）=  Z P
1Z C
2·m（Z 1，Z 2）

则称 m（Z 1，Z 2）具有线性相位。

定理! 给定正整数S ，记D（Z 21，Z 22 ）= diag（1 Z 21 Z 22 Z 21Z 22 ），!=（1 1 1 1）T。对任意的4
阶标准正交阵 Ua（a =1，⋯，S ），作二元多项式

m（Z 1，Z 2）= 14
（1 Z 1 Z 2 Z 1Z 2）（ 

1

a =S

（UaD（Z 21，Z 22）））（ 
S

a =1
UT

a ）!

则 m（Z 1，Z 2）是N =2S + 1 阶的二维正交紧支撑小波滤波器。进一步，如果 Ua（a = 1，⋯，S ）是中心对

称矩阵，则 m（Z 1，Z 2）具有线性相位。

定理1 中的 m（Z 1，Z 2）是低通滤波器，按照文献［8］也能很容易得到三个高通滤波器。定理1 中的

参数化公式有S 个可选的标准正交阵，可以构造出一大类二维正交紧支撑小波滤波器。

实际应用时通常需要选择满足某些条件的小波滤波器，或者用小波滤波器去逼近某个给定的滤波

器，并最终得到 m（Z 1，Z 2）中的系数｛hja ｝a = ，⋯，N
j = ，⋯，N 。这就需要解决两个问题，其一，如何选择 Ua（a = 1，

⋯，S ）能 遍 历 定 理 1 中 所 有 的 m（Z 1，Z 2 ）；其 二，如 何 从 选 定 的 这 些 Ua（a = 1，⋯，S ）计 算 出

｛hja ｝a = ，⋯，N
j = ，⋯，N 。

考虑到很多实际问题中都要求 m（Z 1，Z 2）具有线性相位，所以本文就 Ua（a = 1，⋯，S ）为标准正交

且中心对称的情形解决上述两个问题。

" 四阶标准正交且中心对称矩阵的刻画

文献［8］用6 个参数刻画一个4 阶标准正交且中心对称的矩阵，从而，要遍历定理1 中所有线性相

位的 m（Z 1，Z 2）需要6S 个参数。本文用2 个参数刻画一个4 阶标准正交且中心对称的矩阵，从而只需

2S 个参数达到同样的目的。参数个数的降低对滤波器的选择和优化逼近是很有意义的。

4 阶中心对称矩阵必有如下形式

U =

a b c d
e f g h
h g f e

 

 

 

 d c b a

（1）

它有8 个可选参数。再要求U 为标准正交，故必须

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 =1，e 2 + f 2 + g 2 + h 2 =1，ad + bc = 
eh + fg = ，ae + bf + cg + dh = ，ah + bg + cf + de｛ = 

（2）

考察4 维空间单位球面上的坐标变换

O 1 =cos"cos#，O 2 =cos"si n#，O 3 =si n"cos$，O 4 =si n"si n$ （3）

其中，  " !2
，  #，$ 2!. 可以验证，上述变换是长方体［ ，!

2
］>［ ，2!）>［ ，2!）到4 维空间单位

球面的一对一映射。令

a =cos"1cos#1
b =cos"1si n#1
c =si n"1cos$1
d =si n"1si n$

 

 

 1

e =cos"2cos#2
f =cos"2si n#2
g =si n"2cos$2
h =si n"2si n$

 

 

 2

（4）

那么（2）式等价于

si n2"1si n（#1 +$1）= 
si n2"2si n（#2 +$2）= 
cos"1cos"2cos（#1 -#2）+si n"1si n"2cos（$1 -$2）= 
cos"1si n"2si n（#1 +$2）+si n"1cos"2si n（$1 +#2）

 

 

 = 

（5）
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通过分别讨论（!1 ，!2 ）定义域［0 ，!
2

］>［0 ，!
2

］的内点部分和四条边界，可得（5 ）式的通解。

定理! 用于构造二维非直积滤波器的四阶标准正交中心对称矩阵的可用形式有四类矩阵

U =

cos!cos" cos!si n" isi n!cos" ;si n!si n"
si n!cos" si n!si n" ;cos!cos" icos!si n"
icos!si n" ;cos!cos" si n!si n" si n!cos"
;si n!si n" isi n!cos" cos!si n" cos!cos

(

L

)

J"

（6 ）

U =

cos!cos" cos!si n" isi n!cos" ;si n!si n"
-si n!cos" -si n!si n" icos!cos" ;cos!si n"
;cos!si n" icos!cos" -si n!si n" -si n!cos"
;si n!si n" isi n!cos" cos!si n" cos!cos

(

L

)

J"

（7 ）

U =

cos!cos" cos!si n" isi n!cos" ;si n!si n"
icos!si n" ;cos!cos" si n!si n" si n!cos"
si n!cos" si n!si n" ;cos!cos" icos!si n"
;si n!si n" isi n!cos" cos!si n" cos!cos

(

L

)

J"

（8 ）

U =

cos!cos" cos!si n" isi n!cos" ;si n!si n"
;cos!si n" icos!cos" -si n!si n" -si n!cos"
-si n!cos" -si n!si n" icos!cos" ;cos!si n"
;si n!si n" isi n!cos" cos!si n" cos!cos

(

L

)

J"

（9 ）

" 滤波器的递推算法

本节考虑对给定的正整数S 和4 阶标准正交矩阵Ua（a = 1 ，⋯，S ），如何按照定理1 中m（Z 1 ，Z 2 ）

表达式计算出滤波器m（Z 1 ，Z 2 ）的系数~ =（hj a ）a =0 ，⋯， 
j =0 ，⋯， ，由此形成递推算法。

引入记号

#= 1
4

（H
S

a =1
UTa ）$，其中$=（1 1 1 1 ）T

A0（Z 1 ，Z 2 ）= #=（#1 #2 #3 #4 ）T

AT（Z 1 ，Z 2 ）=（H
1

a = T
UaD（Z 2

1 ，Z 2
2 ））#，T = 1 ，⋯，

<

(

L S

（10 ）

那么

m（Z 1 ，Z 2 ）=（1 Z 1 Z 2 Z 1Z 2 ）AS（Z 1 ，Z 2 ）

再记

Z（T ）
1 =（1 Z 2

1 ⋯ Z 2T
1 ）T，Z（T ）

2 =（1 Z 2
2 ⋯ Z 2T

2 ）T，T =0 ，⋯，S

~（0 ，1 ）=（#1 ），~（0 ，2 ）=（#2 ），~（0 ，3 ）=（#3 ），~（0 ，4 ）=（#4
<
(

L ）
（11 ）

引理# 对于T =0 ，⋯，S ，存在T + 1 阶矩阵~（T ，O ），O =1 ，2 ，3 ，4 ，使得

AT（Z 1 ，Z 2 ）=

Z（T ）T
1 ~（T ，1 ）Z（T ）

2

Z（T ）T
1 ~（T ，2 ）Z（T ）

2

Z（T ）T
1 ~（T ，3 ）Z（T ）

2

Z（T ）T
1 ~（T ，4 ）Z（T ）

(

L

)

J2

（12 ）

证明 （用归纳法不难证明，略）

由引理1 可知，为计算m（Z 1 ，Z 2 ），重要的是先得到四个矩阵!（S ，O ），O =1 ，2 ，3 ，4 。为明确起见，总

结如下：

算法# 由S 标准正交矩阵计算二维正交小波滤波器。
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step0 给定正整数S 及标准正交阵Ua（a =1 ，⋯，S ）。置

!=（1 1 1 1 ）T，"= 1
4

（ 
S

a =1
U T
a ）!

~（0 ，1 ）=（"1 ），~（0 ，2 ）=（"2 ），~（0 ，3 ）=（"3 ），~（0 ，4 ）=（"4 ）

step1 对T =0 ，1 ，⋯，S -1 ，递推执行

step1 .1

 ~（T + 1 ，1 ）=
~（T ，1 ） 0 
 

 
 0 0

， ~（T + 1 ，3 ）=
0 ~（T ，3 ） 
 

 
 0 0

， ~（T + 1 ，2 ）=
0 0
~（T ，2 ）

 
 

 
 0

， ~（T + 1 ，4 ）=
0 0
0 ~（T ，4

 
 

 
 ）

step1 .2 记UT  1 =（ （T  1 ）
O t ）O ，t =1 ，2 ，3 ，4 ，计算~（T  1 ，O ）

=  
4

t =1
 （T  1 ）

O t
 ~（T  1 ，t ），O = 1 ，2 ，3 ，4

递推完成后得到~（S ，O ），O =1 ，2 ，3 ，4 ，它们是S + 1 阶方阵。

定理! 给定正整数S 及标准正交阵Ua（a =1 ，⋯，S ），按照算法1 得到~（S ，O ），O = 1 ，2 ，3 ，4 后，那

么二维正交小波滤波器

m（Z 1 ，Z 2 ）=  
2S  1

 ，a =0
  aZ 1Z a2

的系数为

  a =

 （S ，1 ）

I E
，当 =2I ，a =2E

 （S ，2 ）

I E
，当 =2I + 1 ，a =2E

 （S ，3 ）

I E ，当 =2I ，a =2E + 1

 （S ，4 ）

I E ，当 =2I + 1 ，a =2E

 

 

 + 1

 ，a =0 ，1 ，⋯，2S + 1

证明 由引理1 ，我们有

m（Z 1 ，Z 2 ）=  
S

 ，a =0
 （S ，1 ）

 a Z
2 
1 Z

2a
2  Z 1 

S

 ，a =0
 （S ，2 ）

 a Z
2 
1 Z

2a
2

 Z 2 
S

 ，a =0
 （S ，3 ）

 a Z
2 
1 Z

2a
2  Z 1Z 2 

S

 ，a =0
 （S ，4 ）

 a Z
2 
1 Z

2a
2

比较m（Z 1 ，Z 2 ）的多相表达即知结论成立。 ［证毕］

因为已经刻画了4 阶标准正交中心对称矩阵，所以我们能给出可操作性的线性相位滤波器递推算

法。U 的参数化形式可取（6 ）!（9 ）式中的任何一种（下面的算法中，以（8 ）式为例）。

算法" 线性相位正交小波滤波器递推算法。

step0 给定整数S  1 ，给定#=（#1 ⋯ #S ）T，$=（$1 ⋯ $S ）T，满足

0 #i  
"
2

， 0 $i  2"，i =1 ，⋯，S

step1 对a =1 ，⋯，S 计算

aa =cos#acos$a ，b a =cos#asi n$a ，c a =si n#acos$a ，da = -si n#asi n$a
按（8 ）式形成S 个标准正交中心对称矩阵Ua 。

step2 取!=（1 1 1 1 ）T，计算"= 1
4

（ 
S

a =1
Ua ）!

step3 取4 个初始一阶矩阵

~（0 ，1 ）=（"1 ），~（0 ，2 ）=（"2 ），~（0 ，3 ）=（"3 ），~（0 ，4 ）=（"4 ）

对T =0 ，⋯，S -1 ，循环step3 .1 和step3 .2 ：

step3 .1 给~（T ，O ）（O =1 ，2 ，3 ，4 ）分别加上“零边”得 ~（T + 1 ，O ）（O =1 ，2 ，3 ，4 ）

 ~（T + 1 ，1 ）=
~（T ，1 ） 0 
 

 
 0 0

， ~（T + 1 ，3 ）=
0 ~（T ，3 ） 
 

 
 0 0

， ~（T + 1 ，2 ）=
0 0
~（T ，2 ）

 
 

 
 0

， ~（T + 1 ，4 ）=
0 0
0 ~（T ，4

 
 

 
 ）
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step3 .2 对 ~（T + 1 ，O ）（O =1 ，2 ，3 ，4 ）作四种线性组合，得~（T + 1 ，O ）（O =1 ，2 ，3 ，4 ）。

~（T + 1 ，1 ）= aT + 1 ~
（T + 1 ，1 ）+ b T + 1 ~

（T + 1 ，2 ）+ c T + 1 ~
（T + 1 ，3 ）+ dT + 1 ~

（T + 1 ，4 ）

~（T + 1 ，2 ）= b T + 1 ~
（T + 1 ，1 ）-aT + 1 ~

（T + 1 ，2 ）-dT + 1 ~
（T + 1 ，3 ）+ c T + 1 ~

（T + 1 ，4 ）

~（T + 1 ，3 ）=c T + 1 ~
（T + 1 ，1 ）-dT + 1 ~

（T + 1 ，2 ）-aT + 1 ~
（T + 1 ，3 ）+ b T + 1 ~

（T + 1 ，4 ）

~（T + 1 ，4 ）= dT + 1 ~
（T + 1 ，1 ）+ c T + 1 ~

（T + 1 ，2 ）+ b T + 1 ~
（T + 1 ，3 ）+ aT + 1 ~

（T + 1 ，4 ）

递推完成后得到~（S ，O ），O =1 ，2 ，3 ，4 。

step4 形成N =2S + 2 阶的二维正交线性相位滤波器矩阵~ =（hja ）2S + 1
j ，a =0 ：

hj a =

hS ，1
p g

，当j =2p ，a =2g

hS ，2
p g

，当j =2p + 1 ，a =2g

hS ，3
p g

，当j =2p ，a =2g + 1

hS ，4
p g

，当j =2p + 1 ，a =2g

 

 

 + 1
最后我们将证明，由算法2 产生的滤波器系数矩阵!是中心对称矩阵。

引理! 由算法!的step2 产生的!满足!1 =!4 ，!2 =!3（与 Ua 取哪种形式无关）。

证明 （用归纳法不难证明，略）

引理" 算法!中step3 最后得到的!（S ，O ），O =1 ，2 ，3 ，4 ，满足

h（S ，4 ）

S -p S -g = h（S ，1 ）

p g
， h（S ，1 ）

S -p S -g = h（S ，4 ）

p g
， h（S ，3 ）

S -p S -g = h（S ，2 ）

p g
， h（S ，2 ）

S -p S -g = h（S ，3 ）

p g
（13 ）

证明 （由引理2 和归纳法不难证明，略）

定理# 算法!得到的滤波器系数矩阵!是中心对称矩阵。

证明 注意到N =2S + 1 ，再根据定理3 和引理3 的结论（13 ）即知， 0 j ，a  N ，

（1 ）当j =2p ，a =2g 时，

h N -j N -a = h 2（S -p ）+ 1 2（S -g ）+ 1 = h（S ，4 ）

S -p S -g = h（S ，1 ）

p g = hja

（2 ）当j =2p + 1 ，a =2g 时，

h N -j N -a = h 2（S -p ）2（S -g ）+ 1 = h（S ，3 ）

S -p S -g = h（S ，2 ）

p g = hja

（3 ）当j =2p ，a =2g + 1 时，

h N -j N -a = h 2（S -p ）+ 1 2（S -g ）= h（S ，2 ）

S -p S -g = h（S ，3 ）

p g = hja

（4 ）当j =2p + 1 ，a =2g + 1 时，

h N -j N -a = h 2（S -p ）2（S -g ）= h（S ，1 ）

S -p S -g = h（S ，4 ）

p g = hja

所以，!是中心对称矩阵。 ［证毕］
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