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再生核的一种新的计算法及其递推性。

张新建，姜 悦

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：利用函数带积分余项的Taylor 公式很自然地给出了 Wm2［a ，b ］空间的内积；基于这个内积，用

Green 函数得到再生核简洁的表达式，并用矩阵讨论了再生核计算的递推关系。
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A neW Met hod and recursion f or Computi ng reproduci ng Kernels
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Abstract ：By usi ng the Taylor expansion Wit h an i ntegral remai nder ，an appropriate i nner product f or t he space Wm2［a ，b ］

Were i ntroduced . Based on this i nner product ，si mple f or mulas f or computi ng reproduci ng kernels Were obtai ned by usi ng the
Green ’s f unction and recursiVe relationships f or computi ng reproduci ng kernels Were also discussed .
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设Wm2［a ，b ］表示区间［a ，b ］上m -1 阶导数绝对连续、m 阶导数平方可积的函数全体。在合适

的内积下，Wm2［a ，b ］是具有再生核的Hilbert 空间［1 ］，即存在二元函数K（t ，S ）满足：对每个给定的S 6
［a ，b ］，K（t ，S ）作为t 的函数属于Wm2［a ，b ］，且对任意f 6Wm2［a ，b ］，有

＜f ，K（·，t ）＞= f（t ）， t 6［a ，b ］ （1 ）

其中＜·，·＞表示内积。

在函数空间中引入再生核后，使得函数空间离散的插值问题具有了连续的表示形式，为函数空间的

结构、函数插值、方程数值解等问题的研究提供了新的理论和方法，已得到了不少有意义的成果。在

Wm2［a ，b ］中赋予不同的内积可得到不同形式的再生核，如何既使得内积不失一般性，又使得再生核比

较容易计算，是再生核研究的重点内容。在一般情况下，再生核的实际计算是个比较复杂的问题。文献

［2 - 3 ］采用形如＜ ，O ＞=J
b

a Z0＜a ＜mC
a
m 

（a ）（t ）O（a ）（t ）dt（ ，O 6Wm2 ）的内积，用解微分方程边值问

题的方法在W1
2 ，W2

2 空间中算得了再生核的具体形式，并在方程数值解中得到了应用。但用这种方法算

得的再生核在W2
2 中就已经很复杂，在一般的Wm2（m j3 ）中迄今没得到具体形式。

本文利用Taylor 公式得到微分算子Dm 的带一个端点（t = a ）初值条件的Green 函数，并很自然地

引入方便的内积。在此Green 函数和内积的基础上，得到再生核简洁的表达式，并利用矩阵形式讨论了

再生核的递推关系。

1 Wm2［a ，b ］空间再生核的一种构造法

设有微分算子Dm，记!mi（t ）=
（t -a ）i -1

（i -1 ）！
（i =1 ，2 ，⋯，m），则!mi（t ）（1＜i ＜m）是Dm 的零空间
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ker Dm的基底。再记Gm（t ，S ）= 1
（m -1）！

（t -S ）m -1+ ，其中（t -S ）a+ =（t -S ）a（t ＞S ），（t -S ）a+ = 0（t

＜S ），则对任意f 6Wm2 ，由带积分余项的Taylor 公式，得

f（t ）= Z
1＜i ＜m
f（i -1）（a ）!mi（t ）+J

b

a
Gm（t ，S ）［Dmf（S ）］dS （2）

令"i（i =1，2，⋯，m）为赋值泛函："i f = f
（i -1）（a ），则

"i!mj（t ）=#ij ，"iGm（·，S ）=0（当a ＜S ＜b 时）， i ，j =1，2，⋯，m （3）

Gm（t ，S ）称为微分算子Dm 的Green 函数［4］，即当Dmf（t ）= （t ）时，有

DmtJ
b

a
Gm（t ，S ） （S ）dS =  （t ） （4）

根据（2）式，很自然地在Wm2 中定义内积

＜f ，g ＞= Z
1＜i ＜m

（"i f ）（"ig ）+J
b

a
Dmf（t ）·Dmg（t ）dt （5）

引理! Wm2 关于内积（5）成为Hilbert 空间。

证明 由内积（5）导出的范数记为 · 。设f 7（7 = 1，2，⋯）是Wm2 中的Cauchy 序列，即当7 一

 时，有 f 7 +P - f 7  2 = Z
m

i =1

（"if 7 +P -"if 7 ）2 +J
b

a
［Dm（f 7 +P - f 7 ）］2dt 一0。

由有限维空间和L 2［a ，b ］的完备性知存在zi（i = 1，2，⋯，m）和函数h 6L 2［a ，b ］，使li m
7 一 
"if 7 =

zi（1 ＜i ＜ m），li m
7 一 J

b

a
［Dmf 7（t ）- h（t ）］2dt = 0。设g（t ）6 Wm2 ，使Dmg（t ）= h（t ）。取l（t ）=

Z
m

i =1
zi!mi（t ）+J

b

a
Gm（t ，S ）h（S ）dS 6Wm2 ，则由（4）式知，Dml（t ）= h（t ）。于是

 f 7 -l  2 = Z
m

i =1
（"i f 7 - zi ）2 +J

b

a
［Dmf 7（t ）- h（t ）］2dt 一0，7 一 

定理! Wm2 关于内积（5）具有再生核

Km（t ，S ）= Z
1＜i ＜m

!mi（t ）!mi（S ）+J
b

a
Gm（t ，$）Gm（S ，$）d$ （6）

证明 首先，对每个给定的S 6［a ，b ］，若取f（t ）=（-1）m
（S - t ）2m-1+
（2m - 1）！

，则Dmf（t ）= Gm（S ，t ），

由（4）式知

DmtJ
b

a
Gm（t ，$）mG（S ，$）d$= Gm（S ，t ） （7）

因此Km（t ，S ）作为t 的函数存在m 阶导数，即Km（t ，S ）属于 Wm2 。其次，根据（3）式知"iJ
b

a
Gm（·，$）

Gm（S ，$）d$= 0，于是"iK（·，S ）= !mi（S ）（i = 1，2，⋯，m）。最后由（5）、（7）式知，对每个f 6Wm2 ，有

＜f ，K（·，t ）＞ = Z
1＜i ＜m

（"if ）［"iK（·，t ）］+J
b

a
［Dmf（S ）］［DmS K（S ，t ）］dS

= Z
m

i =1
（"if ）!mi（t ）+J

b

a
Gm（t ，S ）［Dmf（S ）］dS = f（t ）

即（1）式成立。所以Km（t ，S ）是空间Wm2 的再生核。

" 再生核的递推方法

记Em（t ，S ）=J
b

a
Gm（t ，$）Gm（S ，$）d$，则Km（t ，S ）的计算主要是Em（t ，S ）的计算。

引理" 当t ＜S 时，有
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Em（t ，S ）=
（t - a ）m

［（m - 1）！］2m
（S - a ）m-1 - m - 1m + 1

（S - a ）m-2（t - a［ ）

+
（m - 1）（m - 2）
（m + 1）（m + 2）

（S - a ）m-3（t - a ）2 + ⋯+（- 1）m-1
（m - 1）！

（m + 1）⋯（2m - 1）
（t - a ）m- ］1

证明 由于Em（t ，S ）= 
b

a
Gm（t ，!）Gm（S ，!）d!= 1

［（m - 1）！］2 
b

a
（t -!）m-1+ （S -!）m-1+ d!，设

t  S ，由分部积分得到

Em（t ，S ）= 1
［（m - 1）！］2 

t

a
（!-t ）m-1（!-S ）m-1d!

= 1
［（m - 1）！］2m

［（!-t ）m（!-S ）m-1 I ta -（m - 1） 
t

a
（!-t ）m（!-S ）m-2d!］

= 1
［（m - 1）！］2m

（!-S ）m-1（!-t ）m - m - 1m + 1
（!-S ）m-2（!-t ）m+［ 1

+
（m - 1）（m - 2）
（m + 1）（m + 2）

（!-S ）m-3（!-t ）m+2 - ⋯

+
（- 1）m-1（m - 1）！

（m + 1）（m + 2）⋯（2m - 1）
（!-t ）2m- ］1

!=t

!=a

上式代入上下限整理后即知引理2 成立。

为了从引理2 得到Em（t ，S ）的递推关系，引入对角矩阵

Qm= diag
1
m

， m 1
m（m + 1）

，
（m 1）（m 2）

m（m + 1）（m + 2）
，⋯，

（ 1）m 1（m 1）

m（m + 1）⋯（2m 1［ ］）

!m（t ）=［1，t  a ，⋯，（t  a ）m 1］，"m（t ）=［（t  a ）m 1，⋯，t  a ，1］T

由引理2，可以得到

Em（t ，S ）=
（t  a ）m

［（m 1）！］2"m（t ） m#m（S ）， t  S （8）

设lm 是m 阶单位矩阵，om 表示m 阶零矩阵，再记m 阶矩阵Pm，Hm 分别为

Pm=
0 I m 1［ ］1 0

， Hm=
om 1 0

0
（m 1）2

m（2m 1

 

 

 

 ）
定理! Wm2 关于内积（5）的再生核为

Km（t ，S ）=  
m

i =1
$mi（t ）$mi（S ）+

（t - a ）m

［（m - 1）！］2!m（t ）Qm"m（S ），t  S

（S - a ）m

［（m - 1）！］2!m（S ）Qm"m（t ），t  
 

 

 S
（9）

其中Qm 关于m 具有递推关系：

Qm=
Mm 1 0［ ］0 1

Qm 1 0

0
（ 1）m 1（m 1）！

m（m + 1）⋯（2m 1

 

 

 

 ）

Nm 1 0［ ］
0 1

， 1 =1

且

Mm+ 1 =
1 0

0 m + 1
m M

 

 

 

 m
， Nm + 1 =

m + 1
m

（PmNmP Tm Hm） 0

0

 

 

 

 
1
2

， M1 =1，N 1 =
1
2

证明 由（5）式和引理2 知（9）式成立。将Em（t ，S ）和Em 1（t ，S ）分别用（8）式表示，通过直接验

证知递推关系成立。

当m =1，2 时，很容易得到K 1（t ，S ）=
t  a + 1， t  S
S  a + 1， t  ｛ S
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K2（t，s）=
1 +（t-a）（s-a）+ 1

6
（t-a）2（3s-t-2a），t s

1 +（s-a）（t-a）+ 1
6

（t-a）2（3t-s-2a），t>
<

(

L s

! 结束语

建立的再生核形式简洁、计算方便，并建立了直接的递推关系，为再生核的程序化计算提供了启示。

另外，本文作者之一曾用空间正交分解和投影的方法研究过抽象算子样条和算子方程［5 ］，而本文采用

的内积使得分解式（2 ）是正交分解，这为将再生核与样条插值相结合的研究提供了基础。
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