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一类时滞微分方程正周期解的存在性*

陈吉美，李志祥，王 晓

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：讨论了一类生物模型正周期解的存在性问题，利用 Mawhin 延拓定理得到了系统存在正周期解

的一个充分条件。而且，当系统为无穷时滞时，结论也是成立的。
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The existence of Positi ve Periodic Sol ution f or a differti al
eIuation wit h delay
C~EN ji- mei ，LI zhi- xiang，WANG xiao

（College of Science，National Univ . of defense Technology，Changsha 410073，China）

Abstract ：The positi ve periodic solutions of a biological model wit h delay were disscussed . One Sufficient condition of t he
existence of positi ve periodic solutions was obtai ned by usi ng the conti nuation theorem of Mawhin’s coi nci dence degree . In
addition，t he result on the case wit h i nfi nite delay was proved to be true .
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周期解的存在性是泛函微分方程理论研究中的一个重要方面，而对生物模型周期解的研究，不仅有

着重要的理论意义，而且也有着重要的现实意义。

文献［1］研究了下面的周期Lotak-volterra 竞争系统。

 /（t ）=  （t ）［T 1（t ）~ a 1（t ） （t ）~ b 1（t ） 
0

~T
B 1（S ） （t  S ）dS ~ c 1（t ） 

0

~T
C1（S ）O（t  S ）dS ］

O/（t ）= O（t ）［T 2（t ）~ a 2（t ）O（t ）~ b 2（t ） 
0

~T
B 2（S ）O（t  S ）dS ~ c 2（t ） 

0

~T
C2（S ） （t  S ）dS

<

(

L ］

（1）

获得了系统至少存在一个正周期解的充分条件，其中!，T 为正常数，Bi ，Ci  C（［~ T，0］，（0， ））且

有 
0

~T
Bi（S ）dS = 1， 

0

~T
Ci（S ）dS = 1，i = 1，2，ai ，b i ，c i  C（R ；［0， ）），Ti  C（R ；R ），i = 1，2 是!~

周期函数。

但在现实生活中，许多生态工作者观察到这样一种现象：种群通过产生植物间抑制物质毒素，可能

会影响其他种群数量的增长，随着季节的变化会交替产生影响。文献［2］在两种群Lotka-volterra 竞争

系统中，通过假设每一个种群产生毒素对一个存在产生影响，从而建立如下系统：

 /（t ）= （t ）［T 1（t ）-a 1（t ） （t ）-b 1（t ）O（t ）-c 1（t ） （t ）O（t ）］

O/（t ）= O（t ）［T 2（t ）-a 2（t ）O（t ）-b 2（t ） （t ）-c 2（t ）O（t ） （t
<
(

L ）］
（2）

我们知道，一个种群只有成熟后才能产生对别的种群有毒的物质，即竞争系统植物间抑制物质不是

即时的，因此文献［3］研究了下面系统

 /（t ）= （t ）［T 1（t ）-a 1（t ） （t ）-b 1（t ）O（t ）-c 1（t ） （t ）O（t -"（t ））］

O/（t ）= O（t ）［T 2（t ）-a 2（t ）O（t ）-b 2（t ） （t ）-c 2（t ）O（t ） （t -"（t
<
(

L ））］
（3）
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考虑到种群间产生毒素的相互影响，联系系统（1），我们将研究下面系统的周期解的存在性问题：

 /（t ）=  （t ）［r 1（t ）~ a 1（t ） （t ）~ b 1（t ） 
0

~T
B 1（S ） （t + S ）dS ~ c 1（t ） （t ） 

0

~T
C1（S ）O（t + S ）dS ］

O/（t ）= O（t ）［r 2（t ）~ a 2（t ）O（t ）~ b 2（t ） 
0

~T
B 2（S ）O（t + S ）dS ~ c 2（t ）O（t ） 

0

~T
C2（S ） （t + S ）dS

<

 

L ］

（4）

其中，ai ，b i ，c i GC（R ；［0， ）），r i GC（R ；R ），i =1，2，如系统（1）所示。考虑到生物模型的实际情况，

选择如下的初始条件：

 （ ）O =
+（ ）
l
GC（［-T，0］；（0， ）>（0， ）），+（0）>0，l（0）>0 （5）

显然，在初始条件（5）下，系统（4）的任何解都是正的。

为了行文方便，我们引入下面符号。对于一个连续的 - 周期函数f（t ），定义

 f = 1  
 

0
f（t ）dt 和  f  = 1  

 

0
\ f（t ）\ dt

l Mawhin延拓定理

为了得到系统（4）正周期解的存在性，首先引入两个定义。

定义l［4］ 设X，Z 为实的Banach 空间，L ：DomL CX-Z 为线性算子，如果核KerL 是有限维的，

值域I mL 是闭的，商空间Z／I mL 是有限维的，则称L 为Fredhol m 算子。

定义2［4］ 设L 为Fredhol m 算子，则其Fredhol m 指标为I ndL = di m（KerL ）-di m（Z／I mL ）。若

I ndL =0，则称L 是指标为零的Fredhol m 算子。

如果L 为指标为零的Fredhol m 算子，则存在连续投影P ：X -X 及@：Z -Z 使得I mP = KerL ，

Ker @ = I mL ，则L  DomL OKerP ：DomL O KerP -I mL 是一一对应的，从而可逆，令其连续逆为 KP 。设

N ：X-Z 是连续映射，!为X 中的有界开集，如果@N（ s）有界且KP（1 -P ）N（ s）是紧的，则称N 在

 s上是L - 紧的。由于I m@ 与KerL 同构，因而存在同构映射J ：I m@-KerL 。

引理l（延拓定理［4］） 设L 为指标为零的Fredhol m 算子，N 在 s上是L - 紧的。如果

（1）LO vANO ，VAG（0，1），O G8s；

（2）@NO v0，V O G8sO KerL ；

（3）deg（J @N ，sO KerL ）v0，

则方程LO = NO 在DomL O s中至少有一个解。

2 主要结果

在本节中，我们总是假设函数ai ，b i ，c i 和r i 满足 ai >0， b i >0，fc i >0 和fr i >0，i =1，2。

定理l 若代数方程

 a 1e  1 + b 1e  1 + fc 1e  1 + 2 = fr 1
 a 2e  2 + b 2e  2 + fc 2e  1 + 2 = fr
<
 

L 2
（6）

至多存在一个解（ 1， 2）GR 2，则系统（4）在初始条件（5）下至少存在一个正 - 周期解。

证明 作变换

 （t ）=eO 1（t ） 和 O（t ）=eO 2（t ）

则O 1（t ）和O 2（t ）满足

O/ 1（t ）= r 1（t ）~ a 1（t ）eO 1（t ）
~ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eO 1（t +S ）dS ~ c 1（t ）eO 1（t ） 

0

~T
C1（S ）eO 2（t +S ）dS

O/ 2（t ）= r 2（t ）~ a 2（t ）eO 2（t ）
~ b 2（t ） 

0

~T
B 2（S ）eO 2（t +S ）dS ~ c 2（t ）eO 2（t ） 

0

~T
C2（S ）eO 1（t +S ）d

<

 

L S
（7）
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取

X = Z =｛I（t ）=［I 1（t ），I 2（t ）］T C（R ；R 2 ），I（t ）= I（t +!）｝

对于I（t ） X ，设  I（t ） =（ 
2

i =1

（maxt  ［0 ，!］\ Ii（t ）\ ）2 ）
1
2 ，则在范数  · 的意义下，X ，Z 都是

Banach 空间。令

NI =
r 1（t ）- a 1（t ）eI1

（t ）
- b 1（t ） 

0

-T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS - c 1（t ）eI1
（t ） 

0

-T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS

r 2（t ）- a 2（t ）eI2
（t ）

- b 2（t ） 
0

-T
B 2（S ）eI2

（t +S ）dS - c 2（t ）eI2
（t ） 

0

-T
C2（S ）eI1

（t +S ）d

 

 

 

 S
，I  X

LI = I/ ， PI = 1
! 

!

0
I（t ）dt ， I  X

GZ = 1
! 

!

0
Z（t ）dt ， Z  Z

有

KerL = ｛I \ I  X ，I = c  R 2 ｝ I mL = ｛Z \ Z  Z ， 
!

0
I（t ）dt = 0 ｝

易知di m（KerL ）=2 = di m（Y  I mL ），I mL 为Z 中闭子集，所以L 是指标为零的Fredhol m 算子。容易

证明P ，G 是连续投影且满足I mP = KerLA ：MKer G = I mL ，从而L  DomL KerP ：DomL  KerP  I mL
是一一对应的，其逆存在，设为KP ：I mL  DomL  KerP 且有

KP（Z ）= 
t

0
Z（S ）dS - 1

! 
!

0 
t

0
Z（S ）dS

设"是X 中有界开集，则对于 I  X 有

GNI =

1
! 

!

0
［r 1（t ）- a 1（t ）eI1

（t ）
- b 1（t ） 

0

-T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS - c 1（t ）eI1
（t ） 

0

-T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］dt

1
! 

!

0
［r 2（t ）- a 2（t ）eI2

（t ）
- b 2（t ） 

0

-T
B 2（S ）eI2

（t +S ）dS - c 2（t ）eI2
（t ） 

0

-T
C2（S ）eI1

（t +S ）dS ］d

 

 

 

 t

及

KP（I - G ）NI

=
 

t

0
［r 1（S ）- a 1（S ）eI1

（S ）
- b 1（S ） 

0

-T
B 1（r ）eI1

（r +S ）dr - c 1（S ）eI1
（S ） 

0

-T
C1（r ）eI2

（r +S ）dr ］dS

 
t

0
［r 2（S ）- a 2（S ）eI2

（S ）
- b 2（S ） 

0

-T
B 2（r ）eI2

（r +S ）dr - c 2（S ）eI2
（S ） 

0

-T
C2（r ）eI1

（r +S ）dr ］d

 

 

 

 S

-

1
! 

!

0 
t

0
［r 1（S ）- a 1（S ）eI1

（S ）
- b 1（S ） 

0

-T
B 1（r ）eI1

（r +S ）dr - c 1（S ）eI1
（S ） 

0

-T
C1（r ）eI2

（r +S ）dr ］dS dt

1
! 

!

0 
t

0
［r 2（S ）- a 2（S ）eI2

（S ）
- b 2（S ） 

0

-T
B 2（r ）eI2

（r +S ）dr - c 2（S ）eI2
（S ） 

0

-T
C2（r ）eI1

（r +S ）dr ］dS d

 

 

 

 t

-
t
! -（ ）1

2  
!

0
［r 1（t ）- a 1（t ）eI1

（t ）
- b 1（t ） 

0

-T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS - c 1（t ）eI1
（t ） 

0

-T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］dt

t
! -（ ）1

2  
!

0
［r 2（t ）- a 2（t ）eI2

（t ）
- b 2（t ） 

0

-T
B 2（S ）eI2

（t +S ）dS - c 2（t ）eI2
（t ） 

0

-T
C2（S ）eI1

（t +S ）dS ］d

 

 

 

 t

由GN ，KP（I -G ）N 的表达式，再利用Arezela-ascoli 定理容易知道GN（ "）有界且KP（I -P ）N
（ "）是紧的。因此N 在 " 上是L - 紧的。又因为I mG = KerL ，因此J 是I mG 到KerL 的恒等映射。

我们考虑算子方程LI =#NI ，# （0 ，1 ），即

I/ 1（t ）= #［r 1（t ）- a 1（t ）eI1
（t ）

- b 1（t ） 
0

-T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS - c 1（t ）eI1
（t ） 

0

-T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］（8 ）

I/ 2（t ）= #［r 2（t ）- a 2（t ）eI2
（t ）

- b 2（t ） 
0

-T
B 2（S ）eI2

（t +S ）dS - c 2（t ）eI2
（t ） 

0

-T
C2（S ）eI1

（t +S ）dS ］（9 ）
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设!1 = ｛I  X ，LI = "NI ，" （0 ，1 ）｝，则对任意的I  !1 ，（8 ）式和（9 ）式的两端在区间［0 ，#］上

积分可得

 
#

0
［a 1（t ）eI1

（t ）
+ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS + c 1（t ）eI1
（t ） 

0

~T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］=  T 1# （10 ）

 
#

0
［a 2（t ）eI2

（t ）
+ b 2（t ） 

0

~T
B 2（S ）eI2

（t +S ）dS + c 2（t ）eI2
（t ） 

0

~T
C2（S ）eI1

（t +S ）dS ］=  T 2# （11 ）

由式（8 ）和（10 ）可得

 
#

0
\ I/ 1（t ）\ dt

= " 
#

0
\ T 1（t ）~ a 1（t ）eI1

（t ）
~ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS ~ c 1（t ）eI1
（t ） 

0

~T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS \ dt

< 
#

0
\ T 1（t ）\ dt + 

#

0
\ ［a 1（t ）eI1

（t ）
+ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS + c 1（t ）eI1
（t ） 

0

~T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］\ dt

=（ T 1 + T e1 ）# （12 ）

同理由式（9 ）和（11 ）可得

 
#

0
\ I/ 2（t ）\ dt <（ T 2 + T e2 ）# （13 ）

因为I（t ） X ，从而存在t 1 ，t 2  ［0 ，#］和S 1 ，S 2  ［0 ，#］使得

I 1（t 1 ）= min
t  ［0 ，#］

I 1（t ），I 1（t 2 ）= max
t  ［0 ，#］

I 1（t ） 和 I 2（S 1 ）= min
t  ［0 ，#］

I 2（t ），I 2（S 2 ）= max
t  ［0 ，#］

I 2（t ）

（14 ）

再由式（10 ）和（14 ）可得

 a 1#eI1
（t 1

）
< T 1# 和  a 2#eI2

（S 1
）
< T 2#

即

I 1（t 1 ）<l n（
 T 1

 a 1
） 和 I 2（S 1 ）<l n（

 T 2

 a 2
） （15 ）

由式（12 ）和（15 ）可得

I 1（t ）<I 1（t 1 ）+ 
#

0
\ I/ 1（t ）\ dt <l n（

 T 1

 a 1
）+（ T 1 + T e1 ）# （16 ）

同理可得

I 2（t ）<I 2（S 1 ）+ 
#

0
\ I/ 2（t ）\ dt <l n（

 T 2

 a 2
）+（ T 2 + T e2 ）# （17 ）

由式（10 ），（14 ）以及式（16 ）可得

 T 1# = 
#

0
［a 1（t ）eI1

（t ）
+ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eI1

（t +S ）dS + c 1（t ）eI1
（t ） 

0

~T
C1（S ）eI2

（t +S ）dS ］

<#eI1
（t 2

）［ a 1 + b 1 + c 1eI2
（S 2

）］

<#eI1
（t 2

）［（ a 1 + b 1 + c 1（
 T 2

 a 2
+ e（ T 2+ T

e
2

）#）］

即

I 1（t 2 ）}l n
 T 1

 a 1 + b 1 + c 1
 T 2

 a 2
+ e（ T 2+ T

e
2

）［ ］#
 B 1

同理由式（11 ），（14 ）以及式（17 ）可得

I 2（S 2 ）}l n
 T 2

 a 2 + b 2 + c 2
 T 1

 a 1
+ e（ T 1+ T

e
1

）［ ］#
 B 2

921陈吉美，等：一类时滞微分方程正周期解的存在性



从而由上式及（12）式可得

I 1（t ）>I 1（t 2）~ 
!

0
\ I/ 1（t ）\ dt >B 1 ~（ T 1 +  T  1 ）! （18）

同理可得

I 2（t ）>I 2（S 2）~ 
!

0
\ I/ 2（t ）\ dt >B 2 ~（ T 2 +  T  2 ）! （19）

由式（16）和（18）可得

max
t  ［0，!］

\ I 1（t ）\  max｛\ l n（
 T 1
 a 1

）+（ T 1 +  T  1 ）!\ ，\ B 1 ~（ T 1 +  T  1 ）!\ ｝iH1

同理由式（17）和（19）可得

max
t  ［0，!］

\ I 2（t ）\  max｛\ l n（
 T 2
 a 2

）+（ T 2 +  T  2 ）!\ ，\ B 2 ~（ T 2 +  T  2 ）!\ ｝iH2

显然，H1，H2 与"的选取无关。记H =（ 
2

i =1
Hi ）

1
2 + C，其中C 充分的大，使代数方程（6）的解（若存

在的话）满足    =  （ 1， 2）T < C，从而有  I  < H，V I  #1。

令# = I =（I 1，I 2）T  X \  I  <｛ ｝H D#1。显然#满足引理1 的条件（1）。取I  8# KeTL
= 8#  2，则有  I  = H。于是有

GNI =

1
! 

!

0
［T 1（t ）~ a 1（t ）eI1 ~ b 1（t ） 

0

~T
B 1（S ）eI1dS ~ c 1（t ）eI1 

0

~T
C1（S ）eI2dS ］dt

1
! 

!

0
［T 2（t ）~ a 2（t ）eI2 ~ b 2（t ） 

0

~T
B 2（S ）eI2dS ~ c 2（t ）eI2 

0

~T
C2（S ）eI1dS ］d

 

 

 

 t

=
 T 1 ~  a 1eI1 ~ b 1eI1 ~  c 1eI1eI2

 T 2 ~  a 2eI2 ~ b 2eI2 ~  c 2eI2eI
 

 

 

 1
 0

故引理1 的条件（2）满足。由上式直接计算可得

deg（J GN ，# KeTL ）= Sgn（det（aij ）eI1+I2 ） 0
其中

aij =
 a 1 + b 1 +  c 1e 2  c 2e 2

 c 1e 1  a 2 + b 2 +  c 2e 
 

 

 

 1

从而引理1 的条件（3）满足。故由引理1 知系统（7）在 # 上至少有一个!- 周期解I（t ）=（I 1（t ），

I 2（t ））T，故系统（4）在初始条件（5）下至少有一个正!- 周期解 （t ）=eI1（t ），O（t ）=eI2（t ）。

注 当T =  时定理1 的结论仍然成立。
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