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联合空时抗干扰天线阵的快速实现方法
�
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摘 � 要:联合空时抗干扰方法, 性能优于单纯的空域或单纯的时域抗干扰, 但是由于其计算复杂度大, 实

际应用受到一定限制。针对这一矛盾, 在 MSNWF 基础上, 通过分析抗干扰天线阵观测信号协方差矩阵的

Toeplitz 特性,构造高维 Toeplitz 矩阵,利用 FFT技术, 提出一种联合空时抗干扰天线阵的快速实现方法。计算

量的比较结果表明该方法可以大大降低 STAP的计算量, 使得联合空时抗干扰技术的实际应用变得更容易。
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A Fast Implementation for Joint Space- time Ant-i jamming

Antenna Array
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Abstract: Joint Space-time Ant-i jamming technique has better performance than both space domain processing and time domain

processing, but its implementation is difficult due to its computational complexity. With the toeplitz feature of the observation covariance

matrix, the covariance matrix to a big toeplitz matrix can be expanded. Based on the new toeplitz matrix and the FFT technique, a fast

implementation approach of MSNWF was proposed for joint space- time processing. The comparison result of computation consumption

shows that the new approach is efficient, making it easier for the application of joint space- time ant-i jamming technique.
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联合空时抗干扰技术在不增加阵元的情况下, 可以提高阵的自由度[ 1] , 在各个领域应用前景广

阔[ 2]。但是由于该方法在求解滤波器系数过程中需要计算观测信号协方差矩阵的逆, 因此当维数较高

的时候计算量大,导致该技术的实际应用受到限制。MSNWF( mult-i stage nested wiener f ilter)
[ 3]
方法不用

计算特征向量, 因而带来了计算的方便。MSNWF 收敛速度快(与 RLS相当)、计算量小,能够快速地适应

时变的场景[ 4]。目前比较常用的实现方法是基于 Lanczos算法的MSNWF方法[ 5]。而 Guido Dietl等人针

对EDGE( enhanced datarate for GSM evolution)系统提出一种基于共轭梯度( CG)的 MSNWF 实现方法[ 6] ,并

且从理论上证明了基于Lanczos的MSNWF 与基于 CG的 MSNWF 是完全等价的。这个结论带来的好处

是不仅实现起来简单明了,而且在求解滤波器系数的过程中可以避免开方运算(即求矢量的范数)。通

过研究我们还发现,无论是基于Lanczos的MSNWF 还是基于 CG的MSNWF,在迭代运算过程中计算主要

集中在求观测信号的协方差矩阵与矢量的乘积上。针对这一问题, 本文通过分析观测信号协方差矩阵

的Toeplitz特性,构造高维 Toeplitz 矩阵, 利用 Toeplitz 矩阵矢量相乘与卷积计算的关系,提出一种基于

Toeplitz性质的矩阵矢量相乘的快速实现方法,进而把该方法应用于基于 CG的MSNWF 上,从而得到一

种大大降低联合空时抗干扰天线阵计算复杂度的新的实现方法,这使得联合空时抗干扰技术的实际应

用变得更容易。
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1 � 信号模型

设天线阵列共有 M 个阵元,各阵元以间距 �排成线阵。假设空间中有同中心频率、均值为零的 K

个互不相关的平稳高斯随机源信号 s1 ( t ) , s2( t ) , �, sK ( t )作用于该天线阵, 入射角分别为 �1, �2, �,

�K。各阵元噪声均为均值为零,功率为 �2的高斯白噪声。源信号与噪声互不相关, 不同阵元的噪声互

不相关。取第一个阵元为参考阵元,阵元间距为 �,则第 i 个阵元与参考阵元间距为( i- 1) �。如果令

源信号的波长为 �,第 i 个阵元的加性噪声为ni ( t ) ,则第 i 个阵元的接收信号为

xi ( t ) = �
K

k= 1
sk( t ) exp[- j�( i - 1) ( �/ �) sin�k ] + ni ( t ) , � i = 1, 2, �, M ( 1)

由于 sk ( t )是零均值的高斯平稳随机信号, 因此 xi ( t )亦为高斯平稳随机信号。如果用 R
( i , j )

( t 1,

t 2)表示第 i 个阵元 t1 时刻的观测信号与第 j 个阵元 t2 时刻观测信号的互相关函数, 我们可以得到结

论:均匀线阵的接收信号是空间平稳的。

E{ xi ( t ) } = E �
K

k= 1
sk( t ) exp[- j�( i - 1) ( �/ �) sin�k ] + ni ( t ) = 0 ( 2)

E{ sk( t 1) s
*
k ( t 2) } = Rk( t 1, t2) = Rk( t 1- t 2) ( 3)

E [ ni ( t 1) n
*
j ( t 2) ] = �

2
�( i - j ) �( t 1- t 2) ( 4)

� R
( i , j )

( t 1, t 2) = E { x i ( t 1) x
*
j ( t2) }

= E �
K

k= 1

sk( t 1) exp[- j�( i - 1) (�/ �) sin�k ] + ni ( t 1) �
K

k= 1

s
*
k ( t2)exp[ j�(j - 1) (�/ �)sin�k ] + n

*
j ( t 2)

= �
K

k= 1

E[ sk( t 1) s
*
k ( t 2) ] exp[- j�( i - j ) ( �/ �) sin�k ] + E[ n i ( t1) n

*
j ( t 2) ]

= �
K

k= 1

Rk( t 1 - t2) exp[- j�( i - j ) ( �/ �) sin�k ] + �2�( i- j ) �( t 1 - t2)

= R
( i, j)

( t 1 - t 2) = R
( i- j )

( t 1 - t 2) ( 5)

R
( i + p , j+ p )

( t 1, t 2) = R
( i - j )

( t1- t 2) = R
( i, j)

( t 1, t 2) ( 6)

其中 p 为整数。由此可见,均匀线阵的接收信号是空间平稳的。

同样原理, 我们把一维线阵推广到二维阵列。在二维阵列平面内任取四点阵元 i , j , l , p ,如果阵元

i , j 的连线与阵元 l , p 的连线平行且相等,则同样可以得到 R
( i , j )

( t 1, t 2) = R
( i - j)

( t 1- t2 ) = R
( l , p )

( t 1,

t 2) = R
( l, p )

( t 1- t2) ,由此可知二维阵列中具有相同几何结构的阵元之间亦存在空间平稳特性。

2 � 联合空时信号协方差矩阵特点

假定阵列的阵元数为 M,每个阵元时间延迟单元数为 P, L 为处理数据长度, 则空时二维观测矢量

可以表示为: x
T
( n) = ( x

T
1 � xT

2 � � � xT
M ) , n � { P, P + 1, �, L } , 其中 x

T
i = ( xi ( n) � x i ( n - 1) � � � x i

( n- P + 1) ) , i � { 1, 2, �, M } , 则应用结论式 ( 5) , 把 x ( n ) 带入观测矢量的协方差矩阵 Rxx =

E ( x( n) x( n )
H

) ,我们得到

Rxx=

R
(1, 1)

R
( 1, 2) � R

(1, M)

R
(2, 1)

R
( 2, 2) � R

(2, M)

� � � �

R
(M, 1)

R
(M , 2) � R

( M, M)

R
( i , j )

=

Rx
i
x

j
( 0) Rx

i
x

j
( - 1) � Rx

i
x

j
( - ( P - 1) )

Rx
i
x

j
( 1) Rx

i
x

j
( 0) � Rx

i
x

j
( - ( P - 2) )

� � � �

Rx
i
x

j
( P- 1) Rx

i
x

j
( P - 2) � Rx

i
x

j
( 0)

, � i , j � { 1, �, M }

( 7)
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容易证明矩阵 R
( i , j )是Toeplitz矩阵。因此,观测信号的协方差矩阵 Rxx是分块矩阵, 且每个块为

Toeplitz矩阵。当天线阵为均匀线阵的时候, 利用式( 6) , 我们可以得到: 观测信号的协方差矩阵 Rxx不仅

是分块Toeplitz矩阵,而且 R
( i , j )

(块与块)之间构成 Toeplitz关系, 这里我们称之为块 Toeplitz 的分块

Toeplitz矩阵。

在 M 元均匀线阵的基础上,我们取 M 个M 元均匀线阵,构成一个 M � M 的均匀方阵, 则可以得到

均匀方阵条件下,观测信号的协方差矩阵为

Rxx =

R(1, 1) R(1, 2) � R( 1, M)

R(2, 1) R(2, 2) � R( 2, M)

� � � �

R(M, 1) R( M, 2) � R(M , M)

R( i , j ) =

R
( ( i - 1)M+ 1, ( j - 1) M+ 1)

R
( ( i - 1) M+ 1, ( j - 1)M+ 2) � R

(( i - 1)M+ 1, ( j- 1) M+ M)

R
( ( i - 1)M+ 2, ( j - 1) M+ 1)

R
( ( i - 1) M+ 2, ( j - 1)M+ 2) � R

(( i - 1)M+ 2, ( j- 1) M+ M)

� � � �

R
(( i - 1) M+ M, ( j - 1)M+ 1)

R
( ( i - 1)M+ M , ( j- 1) M+ 2) � R

(( i - 1) M+ M, ( j - 1)M + M)

, � i , j � { 1, �, M}

( 8)

式( 8)中,对角线矩阵分别为这 M 个均匀线阵内部阵元之间观测信号协方差矩阵,其他位置元素分别为

这 M 个均匀线阵之间各阵元观测信号的协方差矩阵。前面由于有式( 6)的推导, 因而这里通过类似的

推导, 可以得到 R
( i , j )

= R
( i + p , j+ p )

, i , j � { 1, �, M } , p � { 0, 1, �, M - 1}。因而, 均匀方阵的协方差矩

阵同样是 R( i, j )
(块与块)之间构成 Toeplitz 关系。由于其中每一块矩阵 R( i , j )亦为块 Toeplitz的分块

Toeplitz矩阵,因而,这里称均匀方阵的协方差矩阵为Toeplitz块的块Toeplitz的分块Toeplitz矩阵。

3 � Toeplitz矩阵矢量相乘与卷积计算关系

通过应用Toeplitz矩阵的性质,能够把 FFT 技术引入到观测信号协方差矩阵与矢量乘法计算当中。

为此,我们首先给出这样一个结论,即Toeplitz矩阵与矢量相乘可以通过卷积计算得到。

设有一Toeplitz矩阵,表达式为

Rx =

R (0) R ( 1) � R( N )

R (- 1) R (0) � R ( N- 1)

� � � �

R (- N ) R (- ( N- 1) ) � R( 0)

( 9)

如果 RxW= �, 则有

RxW=

R( 0) R ( 1) � R ( N)

R (- 1) R (0) � R ( N - 1)

� � � �

R (- N) R (- ( N - 1) ) � R( 0)

w 0

w 1

�

wN

=

�0

�1

�

�N

= � ( 10)

如果把 Toeplitz 矩阵 Rx 中的所有元素按照顺序横向排列, 我们可以得到一个序列 R ( i ) :

( R (- N ) � R (- ( N- 1) ) � �� R (- 1) � R (0) � R (1) � �� R ( N - 1) � R ( N) )。同样把矢量 w的

每个元素按照顺序排列, 得到一个序列 W( i) : ( w 0 � w1 � � � wN ) , 其中, W( i ) = w i , i � { 0, 1, �, N }。

观察发现, 矩阵 Rx 与矢量w相乘的结果 �的每个元素恰好为序列R ( i)与序列 W( i)移位相乘求和(即

卷积)的结果,如图 1所示。这种有趣的结果让我们发现,原来具有Toeplitz结构的矩阵 Rx 与矢量 w相

乘的结果恰好是两个序列R ( i)与 W( i)的卷积。这个结论带来的好处是矩阵 Rx 与矢量w 相乘的计算

量可以大大降低,尤其是矩阵维数越大,优势越明显。因为对于卷积运算, 我们可以应用FFT 快速实现,

这也就是说计算 �原来需要( N + 1)
2 次的乘法可以降低为 2( N + 1) { 3log2[ 4( N + 1) ] + 2}次。
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图 1 � 序列卷积示意图

Fig. 1� The diagram of sequence convolution

4 � 不同阵列条件下的矩阵矢量乘法加速

Toeplitz矩阵与矢量乘法的计算可以应用 FFT 技术, 那么具有分块 Toeplitz特性的矩阵与矢量相乘

也可以应用FFT 得到加速。由于天线阵列不同,应用的方法也有一定的差异,因此下面分别介绍三种条

件下的应用方法:一般阵列条件;均匀线阵条件;均匀方阵条件。

4. 1 � 一般阵列条件下的加速

前面得到空时处理的观测信号的协方差矩阵( MP �MP 维)为式( 7) , 其中 R
( i , j )为 P � P 维Toeplitz

矩阵。假设与矩阵 Rxx相乘的矢量( MP � 1维)为 W= [ w
T
1 � wT

2 � � � wT
M]

T
,其中 w

T
j = [ wj , 1 � w j, 2 � �

� w j , p ] , j � { 1, 2, �, M }。计算 RxxW= Q, 乘积矢量 Q= [ Q
T
1 � Q

T
2 � �� Q

T
M ]

T
,其中 Q

T
i= [ qi, 1 � qi, 2 �

�� qi , p ] , i � { 1, 2, �, M }。则

RxxW=

R
(1, 1)

R
(1, 2) � R

( 1, M )

R
(2, 1)

R
(2, 2) � R

( 2, M )

� � � �

R
( M, 1)

R
(M, 2) � R

(M, M)

w1

w2

�

wM

=

R
(1, 1)

w1+ R
(1, 2)

w2+ �+ R
(1, M)

wM

R
(2, 1)

w1+ R
(2, 2)

w2+ �+ R
(2, M)

wM

�

R
(M , 1)

w1+ R
( M, 2)

w2+ �+ R
( M, M)

wM

=

Q1

Q2

�

QM

( 11)

由此可知

Qi = R
( i , 1)

w1 + R
( i , 2)

w2 + �+ R
( i , M)

wM = �
M

j = 1
R

( i, j)
wj ( 12)

由于 R
( i, j)具有Toeplitz特性, 式( 12)的计算实际上是完成 M 个卷积的计算。它可以利用 FFT 方法

来实现。因而, 易知直接计算 RxxW 需要乘法次数为( MP )
2
, 利用 FFT 计算需要的乘法次数为 2M

2
P

( 3log24P + 2)。表 1给出了 7元阵条件下新方法与原有方法在不同时延数条件(高维条件)下乘法计算

量的比较,其中 D为循环迭代次数, D = 15。
表 1� 一般阵列条件下高维处理迭代过程乘法计算量比较

Tab. 1� Computation consumption comparison under condition of general array

P = 64 P = 128 P = 256 P= 512 开方运算

已有方法 3 044 325 12 109 605 48 303 525 192 944 805 D

新方法 2 479 725 5 523 885 12 176 685 26 611 245 0

4. 2 � 均匀线阵条件下的加速

在均匀线阵条件下, 由于信号协方差矩阵是块 Toeplitz的分块Toeplitz矩阵,因而这里我们考虑充分

利用Toeplitz特性来进一步加快速度。在这里可以做如下三步处理:

第一步,在信号协方差矩阵( 7)式的基础上构造一个 2MP � 2MP 维的Toeplitz矩阵, 则得到构造的

新矩阵为

�Rxx=

R
(1, 1) * R

( 1, 2) * � R
(1, M) *

* R
(1, 1) * R

(1, 2) � * R
(1, M)

R
(2, 1)

* R
( 2, 2)

* � R
(2, M)

*

* R
(2, 1) * R

(2, 2) � * R
(2, M)

� � � � � � �

R
( M, 1) * R

(M, 2) * � R
( M, M ) *

* R
(M, 1)

* R
( M, 2) � * R

( M, M)

( 13)
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矩阵 �Rxx中的* 是一种新填充的 Toeplitz矩阵,它的作用是使得变换后的矩阵 �Rxx整体是一个 Toeplitz矩

阵。矩阵* 的构造需要满足两个条件: ( 1)对角线元素为任意常量(例如实数 0) ; ( 2)其他元素取值,与

相邻的左上角元素(或者右下角元素)相等(这样可以保证矩阵整体具有Toeplitz结构)。实际上, 从后面

的推导我们知道矩阵* 总的构造原则是能够保证矩阵 �Rxx整体是一个Toeplitz矩阵即可,它的取值对于

实际的矩阵矢量乘积结果没有任何影响。

第二步,把与矩阵相乘的矢量 w按照顺序分组、补零。假如分组后的矢量为 w
T= [ w

T
1 � wT

2 � ��

w
T
M ] ,则分组补 0后的矢量变为 �WT= [ w

T
1 � 0T � wT

2 � 0T � � � wT
M � 0

T
] , 其中 0

T 是元素为 0的 P 维矢

量。

第三步,利用FFT 技术,求Toeplitz矩阵 �Rxx与矢量 �W的乘积,即

�Rxx �W=

R
(1, 1) * R

(1, 2) * � R
( 1, M) *

* R
(1, 1) * R

( 1, 2) � * R
(1, M)

R
(2, 1) * R

(2, 2) * � R
( 2, M) *

* R
(2, 1) * R

( 2, 2) � * R
(2, M)

� � � � � � �

R
( M, 1)

* R
(M, 2)

* � R
( M, M)

*

* R
( M, 1)

* R
(M, 2) � * R

( M, M)

w1

0

w2

0

�

wM

0

=

�
M

j= 1
R

( 1, j )
wj

*

�
M

j= 1

R
( 2, j )

wj

*

�

�
M

j = 1

R
(M, j )

wj

*

( 14)

从而可以得到信号协方差矩阵与矢量相乘的结果,即

RxxW = �
M

j= 1
R

( 1, j)
wj �

M

j= 1
R

( 2, j )
wj � �

M

j= 1
R

( M, j )
wj

T

( 15)

比较发现, 在均匀线阵条件下, 信号协方差矩阵与矢量相乘的乘法计算量可以从( MP )
2 进一步降低为

4MP (3log28MP+ 2)。表2给出了 16元均匀线阵条件下新方法与原有方法在不同时延数条件(高维条

件)下乘法计算量的比较,其中 D 为循环迭代次数, D = 15。

表 2� 均匀线阵条件下高维处理迭代过程乘法计算量比较

Tab. 2 � Computation consumption comparison under condition of uniform linear array

P = 16 P = 32 P= 64 P= 128 开方运算

已有方法 1 002 405 3 970 725 15 805 605 63 068 325 D

新方法 556 845 1 205 805 2 595 885 5 560 365 0

4. 3 � 均匀方阵条件下的加速

均匀方阵条件下,矩阵矢量乘法的加速过程类似于均匀线阵条件下的情况。这里为了讨论方便,我

们讨论的对象是一个 M � M 均匀方阵,因此得到的观测信号协方差矩阵是一个 M
2
P � M

2
P 维的矩阵。

前面我们得到, 均匀方阵条件下的信号协方差矩阵为式( 8) ,其中 R( i, j )
( MP � MP 维)是块Toeplitz的分

块Toeplitz矩阵。因此这里应用类似于均匀线阵情况的方法,进行两次Toeplitz矩阵变换, 从而得到一个

4M
2
P � 4M

2
P 维的大Toeplitz矩阵:

�R
~

xx =

�R
~ (1, 1) �R

~ ( 1, 2) � �R
~ (1, M

2
)

�R
~ (2, 1) �R

~ ( 2, 2) � �R
~ (2, M

2
)

� � � �

�R
~ (M

2
, 1) �R

~ (M
2
, 2) � �R

~ ( M
2
, M

2
)

, � �R
~ ( i , j ) =

R
( i , j ) *

* R
( i , j )

*

*
R

( i , j ) *

* R
( i, j )

( 16)
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然后, 用与 4. 2节类似的构造方法,把与协方差矩阵相乘的矢量 w( M
2
P � 1维) , 构造成 �w

~
( 4M

2
P � 1

维) ,即有 �w~ = [ w
T
1 � 0T � 0T � 0T � wT

2 � 0T � 0
T � 0

T � � � wT
M

2 � 0T � 0
T � 0

T
]

T
, 其中 0

T是元素为 0的 P

维矢量。最后通过计算大 Toeplitz矩阵 �R
~

xx与矢量 �w
~
的乘积来求 RxxW的结果,所需要的乘法次数将从

( M
2
P )

2
次降低为 8M

2
P [ 3log2( 16M

2
P) + 2]次。表 3给出了 64元方阵条件下新方法与原有方法在不同

时延数条件(高维条件)下乘法计算量的比较,其中 D 为循环迭代次数, D= 15。

表 3� 均匀方阵条件下高维处理迭代过程乘法计算量比较

Tab. 3� Computation consumption comparison under condition of uniform square array

P = 8 P = 16 P= 32 P= 64 开方运算

已有方法 3 970 725 15 805 605 63 068 325 251 965 605 D

新方法 2 557 485 5 483 565 11 704 365 24 883 245 0

5 � 结 论

GPS接收机联合空时抗干扰方法,相比单纯的空域处理和单纯的时域处理优势明显, 但是由于计算

复杂,以致实际的应用受到一定限制。本文针对这一矛盾, 首先在该领域引入基于 CG的 MSNWF 方法。

在此基础上,通过分析信号协方差矩阵的Toeplitz特性,构造高维Toeplitz矩阵, 利用 FFT 技术,提出一种

基于Toeplitz特性的MSNWF快速实现方法。该方法不仅避免了开方运算(即求矢量的范数) , 而且大大

加快了信号协方差矩阵矢量乘法的计算速度,从而使得 GPS 接收机联合空时抗干扰天线阵在自适应滤

波过程中能够得以快速地实现。
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4 � 结 论

本文研制出的高功率超宽带天线阵,能耐高压,适于工程应用。在高功率源应用于雷达探测方面进

行了初步的研究,外场探测表明高功率脉冲源基本可用于目标探测, 但是在源的稳定度方面需改善。
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