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模式转换器耦合波方程组的微波网络矩阵解法
�

袁成卫,钟辉煌
(国防科技大学 光电科学与工程学院,湖南 长沙 � 410073)

摘 � 要:求解具有边值条件的耦合波微分方程组是研究变截面波导或弯曲波导模式转换器的基本方法。

利用微波网络理论,给出了一种求解边值条件耦合波微分方程组的新方法,以简化求解过程, 并使得解的物理

意义更加明确。对于一个考虑了 N 个微波模式相互作用的耦合波微分方程组,通过分别赋予其 2N 个不同的

初值条件并求解,可得到该方程组所描述模式转换器的传输矩阵和散射矩阵, 进一步利用散射矩阵可得到给

定边值条件下微分方程组的解。
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A Microwave Network Matrix Solution to Coupling�wave
Differential Equations for Mode Converter

YUAN Cheng�Wei, ZHONG Hui�Huang

(College of Optoelectric Science and Engineering, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: Solving coupling�wave differential equations with boundary�value conditions is a basic method for investigating waveguide

mode converters with varying radius or bent axis. A matrix method according to microwave net theory is presented to make the solution

simple and explicit with clearer physical meanings. For a group of coupling�wave differential equations in which N coupling waveguide

modes are considered, the transmitting matrix and scattering matrix of the converter described by the equations can be obtained by solving

the differential equations 2N times with different initial value conditions, respectively. Then with use of the scattering matrix, the

solution of the coupling�wave differential equations with boundary�value conditions can be educed.
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模式转换技术在高功率微波系统中获得了广泛的应用,对高功率微波的传输、发射和测量均十分重

要。为此人们研究了各式各样的波导模式转换器
[1- 6]

,其结构主要可以分为两类: 波导半径渐变(微扰)

的波纹型模式转换器
[ 1- 3]
和波导轴线弯曲的弯曲型模式转换器

[ 4- 5]
。对于高功率微波源如虚阴极振荡

器、多波契伦可夫发生器等
[ 7]

,其输出的模式多为圆波导 TM0n模,其外接的波导模式转换器可采用以下

变换序列: TM0n � TM01 � TE11 � HE11 ,旨在将无确定极化方向、辐射方向图为中空环状的TM0n模变换为具

有确定极化方向、易于定向发射的HE11模式。其中TM0n � TM01
[ 1]
以及TE11 � HE11模式变换可采用半径

渐变的波纹型模式转换器来实现,而 TM01 � TE11转换则可以采用轴线弯曲的弯曲型模式转换器
[ 4- 5]
实

现。

1 � 耦合波微分方程组

耦合波理论
[8]
是处理波导不规则问题的主要方法之一, 被广泛应用于微波器件的分析和设计。要

了解半径渐变或轴线弯曲对波导内传输模式的影响,必须建立相应的耦合波方程
[ 1- 6]
。根据耦合波理

论
[ 8]

,光滑波导半径渐变时, 波导中的 mn 模(包括 Emn和Hmn模)仅能与 mn 模耦合, 它的角向周期数所

对应下标 m 不改变。因此,相应的耦合波方程可写为:
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其中, A
+
mn和A

-
mn分别为mn 模的前向波(沿+ z 方向传播)和反向波(沿- z 方向传播)的复幅值; �mn =

�mn + j mn为mn模的复传播常数, �mn为衰减常数,  mn为传播常数; C
+
mn, mn 和C

-
mn, mn 分别表示mn 模与mn 

模同向传播时的模式耦合系数和反向传播时的模式耦合系数。而对于轴线弯曲的模式转换器, 波导中

的 mn 模与m n 模耦合的原则是| m- m | = 1, 其耦合波方程为:
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如果在计算时, 考虑模式转换器内的 N 个模式,其中第 n 个模式正向传播和反向传播的复幅值分

别用A
+
n 和A

-
n 表示。将( 1)式和( 2)式进行整理,都可以写成如下矩阵形式:
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图 1� 模式转换器输入输出示意图

Fig. 1 � The input and output of the mode converter
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T
,表示反向传输的各模式的复

幅值; D为系数矩阵, 可由式( 1)或( 2)中的系

数一一对应得到。

式( 3)是一个含有 2N 个未知数的一阶微

分方程组,要对其求解必须给出相应的边界条

件,通常情况为初值条件,例如图 1中 z = 0端口各模式的复幅值或 z= L 端口各模式的复幅值。但在

图1所示模式转换器中, z = 0端口的微波模式一半是输入模式, 一半是输出模式, 仅能给出输入模式的

初始值 A
+
0 , 而输出模式的复幅值 A

-
0 是待求量,不能直接给出; 同样, 在 z = L 端口也仅能给出输入模

式的初始值 A
-
L , 输出模式的复幅值 A

+
L 为待求量。因此在实际求解过程中仅能给出方程( 3)的两个不

完整的边界条件,也就是分离边值条件:

A
+
| z = 0 = A

+
0 , � A -

| z = L = A
-
L ( 4)

因此,式( 3)是一个具有分离边值条件的一阶微分方程组。

比起初值条件的微分方程组, 边值条件微分方程组的算法复杂性大大增加,所耗的计算时间也长得

多。简单打靶法是求解边值条件微分方程组的有效方法
[ 6]

,但在具体应用中会遇到一些困难,尤其在求

解较大的耦合波微分方程组时,要解决许多细节问题。它通过假定一个初值条件对微分方程组求解,看

结果是否满足给定的边值条件,并将这个过程转换为一个构造函数的求解问题,在计算过程中需要反复

迭代, 直到利用所假定的初值条件求得的解满足给定的边值条件为止,算法较为复杂。对于式( 3)所描

述的问题, 在用简单打靶法计算的过程中, 每一次迭代都要 2N + 1次求解假定了边值条件的式( 3) ,计

算量较大。此外,文献[ 4]还介绍了一种用传输矩阵法求解此类问题的方法, 该方法把模式转换器分为

很多段,利用近似方法求得每一段的传输矩阵,然后用级联的方法求得整个模式转换器的传输矩阵。该

方法计算简单, 但不便于与一些较为成熟的微分方程组求解方法结合获得更为精确的解。鉴于上述原

因,本文结合耦合波微分方程组所表达的物理意义, 利用微波网络
[ 9]
理论,给出一种新的求解方法。新

方法通过分别求解一系列初值条件的微分方程组,得到了模式转换器的传输矩阵,从而可以获得模式转

换器的散射矩阵以及给定边值条件下耦合波微分方程组的解。
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2 � 求解边值条件耦合波微分方程组的网络矩阵方法

式( 3)描述的是微波通过某一个特定结构(即模式转换器)时的输入与输出的微波网络关系,因此可

以直接应用微波网络理论来分析。根据微波网络理论,该微波网络两个端口各模式之间的关系可用传

输矩阵 T来表示
[9]

:

A
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( 5)

或者更加简洁地写为:

AL = TA 0 ( 6)

式中, A0= ( A
+
0 , A

-
0 )

T
表示在模式转换器 z = 0端各模式的复幅值, AL = ( A

+
L , A

-
L )

T
表示在模式转换

器 z= L 端各模式的复幅值。如果求得了传输矩阵 T, 则式( 3)所描述的物理图像就全部清晰了。

通过分析比较, 我们发现,若以

A
( i )
0 = ( 0, 0, ∀, 0, 1, 0, ∀, 0)

T � (第 i 个元素为 1, 其余为 0) ( 7)

为初值条件,求解微分方程组( 3) ,可以得到相应的输出口各模式的复幅值:

A
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将式( 7)和( 8)代入式( 6) , 可以发现 A
( i)
L 正是矩阵T 的第 i 列元素,即

T
( i)

= A
( i)
L ( 9)

令 i = 1, 2, ∀, 2N , 分别应用式( 7) ~ ( 9) ,即可求得传输矩阵 T。

将传输矩阵 T分解为四个N # N 阶子矩阵,式( 5)所描述的传输方程可以写成如下形式:
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对式( 10)进行适当变换,可以得到该微波网络的散射方程,即描述该微波网络输入量与输出量之间关系

的方程:
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其中,散射矩阵 S 为:
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这样,将给定的边值条件( 4)代入式( 11) ,就可以求得模式转换器输出模式的复幅值, 也就是边值条件耦

合波微分方程组的解。

为了验证上述计算方法的正确性, 用该方法计算了大量文献中的例子, 均获得了与文献一致的结

果。这里给出用该方法对文献[ 3]中布拉格反射器( Bragg reflectors)的计算结果。该反射器采用半径渐

变的正弦波纹壁圆波导,反射器兼有模式转换器的作用, 可以将输入的 TE11模反射并转变为TM11模输

出,其结构参数如表 1所示。

表 1� 布拉格反射器的参数[ 3]

Tab. 1� Parameters of the Brag reflectors

工作频率 f 0 平均半径 a0 波纹幅度 h 波纹周期 !B 波纹长度 L

250GHz 3. 525mm 0. 026mm 0. 603mm 180. 9mm

� � 本文方法计算结果和简单打靶法[ 6]
计算结果对比如图 2和图 3所示。图 2为输入 TE11模时反射器

反射输出TE11模和反射输出 TM11模的反射系数随频率的变化关系。图 3为分别输入 249GHz和 250GHz

TE11模时反射器反射输出TE11模和TM11模的反射系数随反射器长度的变化关系。可以看到,利用本文
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方法所得到的结果与简单打靶法得到的结果一致,同时也与文献[ 3]中的结果一致。

图 2 � 输入TE11模时, TE11模和 TM11模的反射系数随频率的变化关系

Fig. 2� Reflectance of TE11 mode ( a) and TM11 mode ( b) with TE11 mode inputted

图 3� 分别输入 249GHz和 250GHz TE11模时反射系数随反射器长度的变化关系

Fig. 3� Reflectance versus the converter length with TE11 mode inputted at 249GHz ( a) and 250GHz ( b)

3 � 结 论

利用微波网络理论, 给出了边值条件耦合波微分方程组的一种新解法。对于一个考虑了 N 个模式

相互耦合的模式转换器, 要求解一个含有2N 个未知数的边值条件微分方程组。利用本文方法, 通过分

别赋予其 2N 个不同的初值条件并求解, 可得到该方程组所描述模式转换器的传输矩阵和散射矩阵,进

一步利用散射矩阵可得到给定边值条件下微分方程组的解。相对于简单打靶法而言, 该方法具有方法

简单、计算量小、可以直接获得模式转换器的传输矩阵和散射矩阵、解的物理意义更加明确等优点。
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