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一种时域标量场平面波算法的改进方法
�

刘 � 锋,周东明,贺文辉,任 � 猛,何建国
(国防科技大学 电子科学与工程学院,湖南 长沙 � 410073)

摘 � 要:基于现有时域平面波( PWTD)算法, 提出了一种对时域标量场平面波算法的改进方法。此方法将

现有算法中的插值计算改为制表查询,并给出了其最大误差。另外, 还将现有算法中转移算子中对时间求导

提到算法最外层,将原先所需的( K + 1) ( 2K + 1)次 FFT 和 IFFT 计算减少为一次 FFT 和 IFFT 计算。最后算例

证明当算法选取适当参数值时,可获得需要的计算精度,并验证了改进算法所需计算时间远少于现有算法。
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An Improved Method of Plane-wave Time-domain

Algorithm of Scalar Field
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Abstract: An improved method of plane-wave time-domain algorithm ( PWTD) of scalar field based on the present PWTD algorithm

is presented. With this method, computation of interpolated function was transformed to tabulation of the interpolated function, and the

maximum error was presented. Additionally the derivative operation in translation operator was placed on the outermost, which reduces

original (K + 1) ( 2K + 1) times operation of FFT and IFFT to one time. Consequently the cost associated with the computation was

decreased. Two examples were presented to demonstrate the accuracy and high efficiency of the improved algorithm.
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瞬态电磁场的分析主要基于两种方法:积分方程法和微分方程法。在分析面散射问题时,积分方程

法只需要对目标表面进行剖分,而微分方程法则需要对整个区域进行剖分,前者在涉及的计算量和占用

计算机内存量上表现出了显著的优势, 所以时域积分方程的快速数值求解获得了广泛关注。时间递推

方法( Matching On in Time, MOT)是数值求解时域积分方程的最常用方法
[ 1]
,然而, 因为经典的时间递推

方法计算量大并且数值结果存在晚时不稳定的现象,导致它并未获得广泛应用。上世纪 90年代前期,

众多的学者研究了引起时间递推方法数值解晚期不稳定的原因, 提出了很多克服的办法
[ 2]
, 这样一来,

计算量就成了限制该方法应用的瓶颈。Michielssen 等人提出一种用时域平面波( PWTD)加速时间递推

算法的方法
[ 7]
,该方法的思路同频域快速多极方法类似

[ 8]
, 将离散的源分组, 并按组间的距离分为近组

和远组,近组之间的相互作用仍然用传统的时间递推方法计算, 远组作用则用平面波方法计算。采用

PWTD算法计算远组之间的作用大大降低了用时间递推方法处理瞬态电磁问题的计算量。采用 PWTD

加速的MOT 方法需要的计算量单层为 O ( N tN
1�5
s logN s ) , 多层为 O ( N tN s log

2
N s ) , 较传统方法所需

O ( N tN
2
s )的计算量有了大幅降低。其中, N t 为分析的时间步数, N s 为目标表面离散的空间基函数的总

个数。虽然如此, 采用 PWTD方法的单步计算量却很大,为了减少 PWTD方法加速MOT 计算矢量场的

单步计算量,这里探讨了减少三维空间标量场的 PWTD算法单步计算量的方法。首先介绍了三维空间

标量场的时域平面波算法,然后针对算法中重复耗时的插值计算做了改进,并将算法中转移算子的求导

运算放到最外层,采用一次FFT 和 IFFT 实现。接下来给出具体算例,对结果进行分析,最后给出结论。
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1 � 三维空间标量场的时域平面波算法

1�1 � 三维空间标量场的时域平面波解析表达式

时间和空间变化为 q ( r�s , t )的源分布在半径为 R s 的球内, 待计算的场点位于另一个相同半径的球

内。源所在的球(以下简称源球)和场点所在的球(以下简称场球)的球心的坐标矢量分别记为 r
c

s 和 r
c

o。

连接两球心的矢量记为 Rc , Rc= r
c

o- r
c

s。取 R c > 2R s 以保证源球和场球不交叠。假设 q ( rs , t )为近

似带限信号, 带宽为 �max ,那么它可表示为一系列子信号的和,即 q ( r�s , t ) = � ql ( r�s , t )。相应地,场

点 r o 处的标量场u( r o , t ) 也可表示为一系列子信号的和, 即 u ( ro , t ) = � u l ( r o , t ) , 子场信号由相应

的子源信号产生。当 r
c

s 和 r
c

o 的距离足够远时,子场信号可由下面的准子场信号通过在时域加窗获得
[ 7]
。

u l ( r o , t ) = -
� t
8�

2
c�

2�

0
d ��

�

0
sin�d��V

s

dr�sql r�s , t -
k̂ ( �, �) � ro - r�s

c
( 1)

假设 ql r�s , t 是一点源, 则 ql r�s , t = f l t � r�s- rs ,上式可简化为

ul ( ro , t ) = -
� t
8�

2
c�

2�

0
d��

�

0
sin�d�f l t -

k̂ ( �, �) � r o - r s

c
( 2)

选取子源信号的长度

T s< Rc- 2R s �c ( 3)

可以保证

u l ( r o , t ) =
0,

�u l ( r o , t ) ,
�
t< T l, stop

t �T l, stop

( 4)

其中, T l, stop是第 l 段子信号结束的时刻。

1�2 � 三维空间标量场的时域平面波离散表达式

式( 2)是推导三维空间标量场时域平面波离散表达式的基本式。在实际计算时, 都假设源分布

q ( rs , t )是时限的, 如 f t 的时间谱在 �> �max时消失, 所以, f t 可用时限函数通过采样和插值得到

f ( t ) � �
M
t
- 1

k= 0
f ( k �t ) p k ( t ) ( 5)

其中, �t 是时间步长, M t 为总的采样点数, p k ( t )是带限插值函数,采用近似长椭球插值函数
[ 19]
,定义为

pk ( t ) =
�0
�s
�
sin[ �0 ( t- k�t ) ]
�0 [ t- k�t ]

�
sinh

�
2
p t 1- 1��0 1- [ ( t- k�t )�p t �t ]

2

sinh �
2
p t 1- 1��0 1- [ ( t- k�t )�p t �t ]

2
( 6)

其中,

�s = ���t= � 0�max � � �0= ( �s + �max )�2 ( 7)

� 0为过采样率, pt 是整数,它定义插值函数近似持续时间的步数。在实际应用中,常采用截断的 p k ( t )

的形式,即当 t- k �t > pt �t 时p k ( t ) = 0。

注意到 r o- r s= ( ro- r
c

o ) + ( r
c

o- r
c

s ) - ( r s- r
c

s ) ,式( 2)可写为

�u l ( ro , t ) = -
� t
8�

2
c�

2�

0
d��

�

0
sin�d�� t -

k̂ � ( r o - r
c

o )

c

� � t -
k̂ � ( r c

o - r
c

s )

c
� � t +

k̂ � ( r s - r
c

s )

c
� f l ( t ) ( 8)

( 8) 式中的积分可以通过下面的数值方法完成。

�ul ( ro , t ) = � t �
K

p = 0
�
K

q= - K

�pq� t -
k̂pq � ( ro - r

c

s )

c
� � t -

k̂pq � ( r
c

o - r
c

s )

c
� � t +

k̂pq � ( r s - r
c

s )

c
�f l ( t )

( 9)
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其中,

�pq=
4�( 1- cos

2
�p )

( 2K+ 1) [ ( K+ 1) PK ( cos�p ) ]
2 � � k̂pq= x̂sin�p cos�q+ ŷ sin�p sin�q+ ẑ cos�p

�q = q�2��( 2K + 1) � � K= � �1�2R s�max�c�

( 10)

式中, �p 是PK + 1 ( cos�)的( p + 1)阶零点, ���表示向上取整, �1 是空间过采样率。

如果 ql r�s , t 不是一个点源,则式( 9)变为

�ul ( ro , t ) = � t �
K

p= 0
�
K

q= - K

�pq� t -
k̂pq � ( r o - r

c

s )

c
� � t -

k̂pq � ( r
c

o - r
c

s )

c

��V
s

dr�s� t +
k̂pq � ( r�s - r

c
s )

c
� ql r�s , t ( 11)

上式就是三维空间标量场的时域平面波离散表达式。

2 � 算法的改进

2�1 � 改进的插值计算

在利用式( 11)计算所有场点的标量场时,要进行( K + 1) ( 2K+ 1) N oT s�2p t 次式( 6)的插值计算( N o

是场点个数, T s 是计算的时间步数)。为了减少计算时间,本文将式( 6)的插值计算改用查表的方法,将

每个 �t进一步细分成N 等份,每一小份为 �t�N ,由于 p k ( t )关于 k�t对称, 则有效时间长度 pt �t 就可

等分为 ptN 份。每份对应的插值为

p ( n) = p k
n�t
N
+ k�t � n= 0, 1, 2, �, ptN ( 12)

并将 p ( n)制成表格。经过上述处理后,式( 6)的复杂计算就简化为查表,这大大减少了计算时间。这样

处理后带来的最大误差为 max
d
dt p k ( t ) ��t

N
。

2�2 � 改进的四步法完成远组计算

第一步,计算式( 11)中最右边的积分, 即

q
out
l ( k̂pq , t ) =�V

s

dr�s� t +
k̂pq � ( r�s - r

c

s )

c
� ql r�s , t ( 13)

上式就是对源的斜堆积变换( Slant Stack Transform, SST) ,变换后得到的量 q
out
l ( k̂pq , t )为出射射线。

第二步,计算式( 11)中间的卷积, 即

u
in
l ( k̂pq , t ) = � t- k̂pq�( r

c

o- r
c

s )�c �q out
l ( k̂pq , t ) ( 14)

上式是通过转移算子 � t- k̂pq�( r
c

o- r
c

s )�c 将每个方向的出射射线从源球转移到场球, 所得到的量
u

in

l ( r , t )为入射射线。

第三步,计算式( 11)最左边的卷积并求和,即将投射到场点的所有方向的射线叠加。

u
all in
l ( r o , t ) = �

K

p = 0
�
K

q= - K

�pq� t - k̂pq � ( r o - r
c

s )�c � u
in
l ( k̂pq , t ) ( 15)

第四步,计算式( 11)最外层的对时间求导: �u l ( r o , t ) = � tuall in
l ( ro , t ) ,该式可写成下面的等价表达式

�u l ( r o , t ) = � t �( t ) * u
all in

l ( r o , t ) ( 16)

式( 16)可以通过快速傅立叶和反傅立叶变换来计算。通过选择适当的子信号长度和对应的时窗, 即 T s

必须满足式( 3) , 以及 t> lT s ,真实的场可以从式( 16)获得。

同目前其他学者采用的方法
[ 7]
相比,由于本文将现有算法中的插值计算改为制表查询, 这将现有算

法所进行的( K+ 1) ( 2K+ 1) N sT s�2p t 次对式( 6)的插值计算减少为 Np t 次插值计算和( K + 1) ( 2K + 1)

N sT s�2p t 次查表。而计算机进行一次查表所花费的时间远少于计算一次插值函数所花费的时间。另

外,还将现有算法中转移算子中对时间求导运算提到算法最外层,将原先转移算子所需( K+ 1) ( 2K+ 1)次
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FFT 和 IFFT 计算降为最后一次 FFT 和 IFFT 计算。显然,这些方法都极大减少了计算量,节省了计算时间。

3 � 数值验证

为验证改进算法的计算精度和减少计算时间,设计了两个实例。第一个算例验证改进后的算法通过

选取适当参数可获得需要的数值计算精度。第二个算例将本文方法同现有算法的计算时间做了对比。

在两个算例中, 设定源球和场球的半径都为 1m,球心坐标分别为( 0, 0, 0)和( 0, 0, 20m)。共有 50

个均匀分布在源球表面的点源,它们是 g( t ) = e
- ( t- 7�75�) 2�2�2

的脉冲信号, 其中 �取为 2�12ns, N 取 1000。

在实际应用中, 这一信号可以近似认为是带宽为 �max= 600�� 10
6
rad�s的信号。

验证计算精度时,场点位于( 0, 0, 21m) ,归一化误差定义为计算值和理论值之差的 L2范数除以理

论值的L2范数。如图 1所示, 对于相同 pt 值,误差随着K 的增加先成指数下降,然后趋于稳定;随着 pt

的增加,误差曲线下降。所以,适当选择K、p t 可使计算达到较高精度。比较本文方法同现有算法计算时

间时,场点共取 50个,均匀分布在场球表面。从图 2可看出,本文方法所花费的时间要远少于现有算法。

� � � �
图 1 � 不同 p t 时, 误差随 K 变化的曲线

Fig. 1 � L2 error with respect to p t and K
� � � �

图 2� 两种方法取不同 p t 时,计算时间随 K 变化的曲线

Fig. 2 � Used time with respect to methods, p t and K

4 � 结束语

本文将现有时域平面波算法中的插值计算改为制表查询。并将改进前转移过程所需( K+ 1) ( 2K+

1)次FFT 和 IFFT 计算减为计算求导所需的一次FFT 和 IFFT 计算。通过算例验证了改进后的算法可通

过适当选取K , p t 两个参数的值获得需要的数值精度,而计算需要的时间远少于现有时域平面波算法。
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