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机动目标跟踪误差 CRLB计算与分析
X
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摘  要:克拉美- 罗下限( CRLB)作为参数估计所能达到的最低误差限,常被用来衡量算法估计性能的优

劣程度。以转弯机动为例,研究了有源 (主动)和无源(被动)两种观测条件下目标跟踪 CRLB 计算的一般方

法,并通过矩阵理论分析了目标机动可能引起的 CRLB 突变的原因, 为机动目标跟踪的算法性能评估提供了

有效手段。最后给出了仿真算例。
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CRLB Calculation and Analysis for Maneuvering Target Tracking
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Abstract: As a lower bound on mean square error of parameter estimate, the Cram�r-Rao lower bound ( CRLB) is generally used to

decide to what degree a suboptimal estimate method is close to its optimal fashion. With the assumption of coordinated turn maneuver, a

generic approach for target tracking CRLB calculation was investigated under the conditions of active and passive measurement, and the

essential reason for possible CRLB. s sudden increase caused by maneuver was also analyzed from the perspective of matrix theory, which

provides an effective measurement for performance assessment of estimate methods used in maneuvering target tracking. Finally,

simulation example for CRLB calculation was presented.
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与非机动目标相比, 机动条件下的目标运动状态变得尤为复杂, 因此, 对机动目标的跟踪在近 30年

中一直是目标跟踪领域的一大研究热点
[1- 6]
。为达到理想的跟踪效果, 人们提出各种各样的估计算法,

比较典型的有输入估计( IE)
[ 1]
、变维滤波(VDF)

[ 2]
、交互多模( IMM)

[ 4]
以及基于神经网络的跟踪算法

[ 6]

等。显然,这些算法都有其自身的优点和缺陷,且其性能也不尽相同。但遗憾的是, 由于机动问题本身

的复杂性,目前还没有统一的评估标准来衡量各种次优跟踪算法的优劣程度。本质上,目标跟踪是给定

观测量条件下的状态估计问题,其最优估计算法所能达到的理论误差下限为克拉美- 罗下限( CRLB) ,

它表明了各种次优算法的性能以及这些算法还有多少改进的余地。因此,研究机动目标跟踪的 CRLB

对有效评估各种算法的性能具有重要意义。有鉴于此,本文将以转弯机动模型为例,分析在有源(主动)

和无源(被动)两种观测条件下目标跟踪的 CRLB计算问题,并给出具体的仿真实例, 说明最优算法条件

下所能达到的跟踪性能。

1  运动模型

假定目标在 x- y 平面内作转弯机动运动, 其初始位置和速度分别用( x0 , y0 )和( Ûx 0 , Ûy 0 )表示。为

分析方便, 假定在观测时间内目标的运动分为三段:在 t0 时刻,目标以一定的初始速度作匀速运动,并

保持这一运动状态至 t s ( t s 为机动开始时刻) ;随后,目标以某一转弯率 w 开始机动,直至 t s+ T d ( T d 为

机动持续时间)时刻机动结束;最后,目标以机动后的状态继续作匀速运动。于是,目标的运动状态可描
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述为
[ 7]

t 0 [ t < ts ,   

x t= x 0+ ( t- t 0 ) Ûx 0

yt= y 0+ ( t- t 0 ) Ûy 0
Ûx t= Ûx 0
Ûy t= Ûy 0

( 1)

t s [ t [ ts + Td ,

xt= x 0+ ( ts - t 0 ) Ûx 0+
sin X( t- ts )

X
Ûx 0+

cosX( t- ts ) - 1

X
Ûy 0

yt= y 0+ ( ts - t 0 ) Ûy 0+
1- cosX( t- t s )

X Ûx 0+
sin X( t- ts )

X Ûy 0

Ûx t= Ûx 0cosX( t- ts ) - Ûy 0sinX( t- ts )

Ûy t= Ûx 0sin X( t- ts ) + Ûy 0cosX( t- ts )

( 2)

t> ts + T d ,  

x t= x 0+ ( t s- t 0 ) Ûx 0+
sin( XT d )

X
Ûx 0+

cos( XTd ) - 1

X
Ûy 0

  + ( t- ts - T d ) [ Ûx 0cos( XTd ) - Ûy 0sin( XT d ) ]

y t= y 0+ ( t s- t 0 ) Ûy 0+
1- cos( XT d )

X
Ûx 0+

sin( XT d )

X
Ûy 0

  + ( t- ts - T d ) [ Ûx 0sin( XTd ) + Ûy 0cos( XT d ) ]

Ûx t= Ûx t
s
+ T

d
= Ûx 0cos( XTd ) - Ûy 0sin( XT d )

Ûy t= Ûy t
s
+ T

d
= Ûx 0sin( XTd ) + Ûy 0cos( XT d )

( 3)

由式( 1) ~ ( 3)可知, 在不同时刻, 目标的状态 xt = [ xt Ûxt y t Ûy t ]
T
可由不同的参数矢量 H来表征

(即目标状态可通过充分统计量 H唯一确定) , 且其对应关系可表示为

H=

HÑ

HÒ

HÓ

 

t 0 [ t < ts

t s [ t [ t s+ Td

t> ts + T d

( 4)

其中, HÑ = [ x 0  Ûx 0  y 0  Ûy 0 ]
T
, HÒ = [ x 0  Ûx 0  y 0  Ûy 0  ts  X]

T
, HÓ= [ x 0  Ûx 0  y 0  Ûy 0  t s  XTd ]

T
。

2  观测模型

根据不同的应用背景,通常需要获取不同的观测量。在有源(主动)目标跟踪中,一般需要测量目标

的方位角和距离,此时的观测方程可表示为

z k= h ( H, tk ) + nk=
Bk

rk
=

arctan( y kPxk )

x
2
k+ y

2
k

+
nB

nr

( 5)

式中, ( x k , y k )为 t k 时刻目标与观测器的相对位置, nB和n r 为相互独立的零均值高斯噪声, 其协方差矩

阵 Rk= diag{ R
2
BR

2
r}。

而在无源(被动)目标跟踪中,为了增强系统的可观测条件并降低对观测器本身的机动性要求
[ 8]
,通

常除了观测目标的方位角之外还需要获得其它观测量。若考虑目标的方位角和多普勒频率为观测量,

则可得到如下的观测方程

z k= h( H, tk ) + nk=
Bk

f k

=

arctan( ykPx k )

f 0 1-
xkÛx k+ y kÛy k

c x
2
k + y

2
k

+
nB

nf

( 6)

其中, f 0 为辐射源频率, c 为光速, ( Ûx k , Ûyk )为目标与观测器的相对速度; nB和 nf 为相互独立的零均值高

斯噪声,其协方差矩阵 Rk= diag{ R
2
BR

2
f }。
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3  CRLB计算和分析

假设到 t 时刻为止,所获得的观测量为 zk = z ( tk ) ( k= 1, 2, ,, l ) , tl [ t ;同时用 Ĥt 表示该时刻参数

H的无偏估计,则由统计理论可知,参数 H的估计误差 CRLB满足
[ 9]

E[ ( Ĥt - H) ( Ĥt- H)
T
] \CRLB t ( H) = J

- 1
t ( H) ( 7)

式中, Jt ( H)为 Fisher新息矩阵( FIM)且 J t ( H) = E
5lnp ( z 1Bl | H)

5 H
5lnp ( z 1Bl | H)

5H

T

; z 1Bl > { z 1 , z2 , ,,

z l } , 为到 t ( tl [ t )时刻为止的累积观测量。

由独立观测条件知, p ( z 1Bl | H) = F
l

k= 1
p ( zk | H) , 于是有

J t
l
( H) = E

l

k= 1

E
5lnp ( z k | H)

5 H
5lnp ( zk | H)

5H

T

( 8)

进一步由观测模型 zk~ N ( h ( H, tk ) , Rk )易得

5lnp ( z k | H)
5H =

5h( H, tk )
5H

T

R
- 1
k [ z k - h( H, t k ) ] ( 9)

J t
l
( H) = E

l

k= 1

5 h( H, t k )
5H

T

R
- 1
k

5h ( H, tk )
5H

( 10)

需要指出的是, 在不同时刻参数 H的维数可能不同,由此导致的式( 10)可能代表不同维数的矩阵。

因此, 如何得到所需的 Jt ( H)成为计算误差下限的关键。显然,当 t 0 [ t< ts 时, J t ( H)的计算较为简单。

下面以第二段航迹为例, 详细说明 J t ( H)的计算过程。

很明显,在 ts [ t [ t s+ Td 时间内, 所获得的观测量包含了目标在两种不同运动状态条件下的信息。

假定到 t s 时刻为止所获得的观测量为 z 1~ zm ,则在当前时刻 t n ( t s< t n [ t ) , J t
n
( H)可表示为

J t
n
( H) =

Jt
m
( H) 0

0 0
+ A ( 11)

其中, J t
m
( H) = E

m

k= 1

5 h( HI , t k )
5HI

T

R
- 1
k

5h( HI , tk )
5HI

, A = E
n

k= m+ 1

5 h( HÒ , t k )
5HÒ

T

R
- 1
k

5 h( HÒ , tk )
5HÒ

。

同理, t> ts + T d 条件下的J t ( H)可用类似的方法求得。

为进一步说明参数矢量维数变化对 CRLB的影响,仍然以第二段航迹为例, 为此先将式( 11)中的矩

阵 A分块得

A=
B4 @ 4 C4 @ 2

( C
T
) 2 @4 D2 @2

( 12)

当 E= Jt
m
( H) + B和 $E = D- C

T
E

- 1
C可逆时, 由块矩阵求逆公式可得

J
- 1
t
n
( H) =

E
- 1
+ E

- 1
C$

- 1
E C

T
E

- 1
- E

- 1
C$

- 1
E

- $
- 1
E C

T
E

- 1
$
- 1
E

( 13)

由此可见, 参数矢量维数的变化(即引入了新的待估参量)会引起 FIM 结构的变化, 从而导致目标

状态 x 估计误差 CRLB的变化。不过,式( 13)给出的仅为依赖于具体问题的隐含表达式, 因此要定量分

析CRLB的变化是不容易的。但尽管如此,还是可以通过该式来解释新的未知参量对 CRLB的影响。实

际上,由上式不难看出,若机动参数(这里指 ts 和 X)已知, J
- 1
t
n
( x )应为 E

- 1
, 而实际上由于机动参数未

知, J
- 1
t
n
( x)变为 E

- 1
+ E

- 1
C$

- 1
E C

T
E

- 1
。很明显, $

- 1
E 的对角元素代表机动参数的估计误差下限,因此

理论上矩阵 $
- 1
E 是一对称、正定矩阵。这样,矩阵

E
- 1
C$

- 1
E C

T
E

- 1
= ( E

- 1
C) $

- 1
E ( E

- 1
C )

T
( 14)
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至少是半正定阵,即 E
- 1
> E

- 1
+ E

- 1
C$

- 1
E C

T
E

- 1
始终成立。这就说明, 新的未知参数的引入会使状态

估计的CRLB增大。

在实际问题中, 有时感兴趣的参数是待估参数矢量 H的函数,如 <t= g( H, t )。此时,参数 <t 的估

计误差下限可表示为
[ 9]

E[ ( <̂t - <t ) ( <̂t- <t )
T
] \CRLB t ( <) = GtJ

- 1
t ( H) G

T
t ( 15)

其中, Gt=
5 g( H, t )

5H 。由此, 可以通过式( 15) 求得目标距离( r ( t ) = g ( H, t ) = x
2
t+ y

2
t )、目标速度

( v ( t ) = g( H, t ) = Ûx 2t+ Ûy 2t )或其它感兴趣参量估计误差的 CRLB。

4  仿真实例

考虑 x - y 平面内的机动目标跟踪问题,在满足系统可观测
[10]
的前提下,假定目标初始位置( x 0 ,

y 0 ) = ( 40, 70) km,观测器固定于坐标原点。在 0~ 120s时间内,目标以初始速度( Ûx 0 , Ûy 0 ) = ( 0, - 240) mPs
开始作匀速运动;之后,目标开始作 90b转弯运动, 转弯率 w= 115bPs, 机动持续时间为 60s; 最后, 目标以

机动后的速度继续作匀速运动,持续时间为 120s。

对两种不同应用背景下的目标跟踪问题进行分析:在有源观测条件下,方位角和距离的测量精度分

别为 RB= 5mrad和 Rr = 100m;在无源跟踪条件下,假定 f 0= 3GHz,方位角和多普勒频率的观测精度分别

为 RB= 5mrad和 Rf = 10Hz。在仿真中, 观测周期取为 1s和 2s,两种观测条件下得到的距离和速度估计

误差 CRLB如图 1、图 2所示。

图 1 距离和速度估计误差 CRLB(有源跟踪)

Fig. 1 CRLBs of position and speed estimate ( active tracking )

图 2 距离和速度估计误差 CRLB(无源跟踪)

Fig. 2 CRLBs of position and speed estimate ( passive tracking )

由图 1可以看出,在目标机动前,随着观测量的累积,距离和速度估计误差 CRLB不断减小, 同时可

以看到,随着机动的到来,距离估计精度严重下降。这是因为,在目标机动时间内,需要对机动开始时间

t s 和转弯率 X进行估计, 但尽管如此, 在目标机动阶段, 距离跟踪精度仍高于直接测量精度(这里指 Rr

= 100m) ,同样, CRLB随着观测量的不断累积而下降。由图中还可以发现, 当机动结束后, 距离估计误

差再次增大。这是因为, 此时需要估计目标的机动持续时间, 待估参量维数的变化导致跟踪精度下降。

相比之下, 速度估计精度在机动前后变化并不明显。究其原因, 其一是在仿真模型中, 速度的大小在整

个运动过程中始终保持不变;其二是在机动开始前,速度估计已达到较高的精度,误差的微小变化很难

区别。此外,正如图中所示,减小测量周期有利于提高距离和速度的估计精度。一个基本的原因是,随

着测量周期的减小, 在同样长度的时间段内, 就可以获得更多的观测信息, 也就得到了目标状态变化更

细致的描述,从而提高跟踪性能。

在无源跟踪条件下, 由于不能直接测得目标的距离,在先验信息不多的情况下距离估计的初始误差

将会很大,这一点可以从图 2中清楚地看到。与有源跟踪相同的是, 图 2 中的距离和速度估计误差

CRLB也随着观测量的积累而降低。但在无源跟踪中,无论是距离还是速度估计误差在目标机动前后都
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没有明显的变化。理论上,这是由式( 13)和式( 15)矩阵内部结构变化决定的。显然, 这两个式子都依赖

于具体的量值, 因此定量比较两种观测条件下(有源和无源)跟踪误差的变化是不实际的。但是,仍然可

以通过仿真比较两种条件下对机动参数(这里包括机动开始时间、转弯率和机动持续时间)的估计性能

来解释估计误差 CRLB有着不同变化的内在原因。

事实上,由图 3~ 图 5可以清楚地看到,在两种不同的跟踪背景下, 由于观测量的不同, 导致对机动

参数的估计精度和估计误差的收敛速度大不相同。在有源跟踪条件下, 对应的机动参数的估计精度相

对较低,且误差需要较长的时间才能达到稳定的状态。相比之下,无源跟踪背景下的机动参数估计精度

要高出一个数量级, 且在较短的时间内就达到了稳定跟踪, 这正是图 2中机动前后的距离和速度误差估

计CRLB没有明显变化的本质原因。与前面的结果相同,机动参数的估计精度也随着观测间隔的减小

而提高。

图 3 机动开始时间估计误差 CRLB

Fig. 3 CRLB of maneuver start time estimate
图 4 转弯率估计误差 CRLB

Fig. 4 CRLB of turning rate estimate
图 5 机动持续时间估计误差 CRLB

Fig. 5 CRLB of maneuver duration estimate

  图3~ 图 5的结果说明,目标机动阶段的距离估计精度有无明显变化主要取决于机动参数的估计

性能,很明显,影响这一性能的根本因素是式( 11)中 FIM 的信息变化。在有源目标跟踪中,由于能测得

目标的距离,从而通过方位角得到目标的位置,故不存在可观测性问题。与此不同的是,无源目标跟踪

通常都要受可观测性条件的影响,可观测性越强, 就越有利于跟踪性能的提高, 反之亦然。为更好地说

明这一问题,图 6、图 7示出了方位角和多普勒频率的变化曲线。

 图 6 目标方位角变化
Fig . 6 Change of bearing

               图7  多普勒频率变化
Fig. 7 Change of Doppler frequency

由图的结果可以看出,无论是方位角还是多普勒频率,在无机动时的变化都较为缓慢,即测量参数

的变化率较小, 而在目标机动阶段(图中 121~ 180s) ,测量参数出现了明显的变化,特别是多普勒频率更

是如此(即曲线的斜率明显增大)。这就说明,目标的机动实际上对增强可观测性条件是有利的。因此,

在无源跟踪条件下, 机动参数的估计性能比有源跟踪要好, 使得目标的距离估计精度在机动前后无明显

的性能恶化。
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5  结束语

本文用目标的初始状态量和机动参数构成充分统计量, 将机动目标跟踪误差的 CRLB求解问题转

化为变维参数矢量 CRLB的计算问题,并通过矩阵理论分析了目标机动对 CRLB变化所带来的影响,从

而为机动目标跟踪算法的性能评估提供了基本的理论依据。对转弯机动的仿真结果表明,有源跟踪条

件下的距离估计 CRLB在机动前后会有明显的变化,导致跟踪性能下降。受可观测性条件的影响, 在无

源跟踪条件下, 由于机动参数的估计精度较高,目标在机动阶段距离和速度估计的 CRLB未见明显的突

变。此外, 提高测量数据率也有助于参数估计精度的提高。文中的分析方法同样适合于三维空间中的

机动目标跟踪情况。
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4  结 论

文中提出了一种采用快速搜索检测和细节分析检测相结合的检测方法来解决循环平稳信号检测中

高复杂度、大运算量和大数据存储等难题的TSAE-Z算法。该算法快速简单、稳定可靠,在信噪比不太低

的情况下不仅能够得到良好的估计,还可以通过灵活地改变分段长度和步进等参数来适应不同的循环

平稳信号检测性能的需求。
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