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约束层阻尼板动力学问题的传递函数解
X

李恩奇,唐国金,雷勇军,李道奎

(国防科技大学 航天与材料工程学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:采用传递函数方法对约束层阻尼板进行了动力学分析。使用Hamilton原理得到了约束层阻尼板

的运动方程和边界条件,对未知位移进行级数展开,引入状态向量, 使用分布参数传递函数方法建立系统的状

态空间方程进行求解,分析了四边简支板的自由振动和频率响应问题,得到了板的固有频率、损耗因子和频响

曲线。算例的计算结果与NASTRAN计算结果相比吻合良好。
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Dynamic Analysis of Constrained Layer Damping Plate by the

Transfer Function Method
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Abstract: The dynamic problem of constrained layer damping ( CLD) plate was investigated with the transfer function method in this

paper. The equations of motion and the boundary conditions were derived by using the Hamilton principle. Then the unknown

displacements were expressed in Fourier series. With the introduction of the state vector, the governing equation in state space was

established by the distributed parameter transfer function method. The closed- form solutions of natural frequencies, loss factors and

curves of frequency response of a simply supported CLD plate were obtained. Numerical predictions of this paper agreed very well with

the results of NASTRAN.
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在受控对象上附加黏弹性阻尼材料及约束层, 构成被动约束层阻尼( CLD, constrained layer damping)

结构,它可以将振动能量以热能形式耗散,从而大大减少结构的振动响应。约束层阻尼结构具有结构简

单、易于实现、控制频率宽、稳定可靠和成本低的优点, 广泛应用于航天器结构(运载火箭的仪器舱,卫星

太阳帆板)的振动控制、潜艇降噪、建筑结构抗震等方面
[ 1]
。

传统的约束层阻尼板动力学问题研究方法主要有两种: 解析法和有限元法。文献[ 2]采用 Ritz法将

四边简支约束层阻尼板的位移展开为 w = E
]

m= 1
E

]

n= 1

Wmn sin
mPx
a

sin
nPy
b

e
st
的形式,求解板的自由振动问

题。Wang等
[3]
使用康特洛维奇( Kantorovich)方法研究了在对边固支对边自由边界条件下部分覆盖带状

CLD板的动力学特性和动力学响应问题。有限元法一般分为三层夹心结构
[ 4]
和约束层阻尼层复合单元

两种。文献[ 4]给出了在NASTRAN中分析 CLD结构的计算原理和建模方法。文献[ 5- 6]构建了新的

约束层阻尼层复合板单元,计算了悬臂板的固有频率和损耗因子。近期出现了一些新的数值分析方法

应用于CLD结构,如谱传递矩阵法
[7]
、Galerkin单元法

[ 8]
和分布参数传递函数方法

[ 9]
。

1  控制方程

典型的约束层阻尼板如图 1所示,由基层( 1)、黏弹性阻尼层( 2)和约束层( 3)组成。设基层和约束
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层厚度分别为 h1、h3 ,弹性模量分别为 E1、E 3 , 泊松比分别为 L1、L3 ;阻尼层厚度为 h2 , 复剪切模量为

G
*
2 ;板长为 a,宽为 b, 约束层阻尼板受均布载荷 q ( x , y , t )。

不失一般性,约束层阻尼板有以下基本假设: ( a)不计板纵向变形,且三层纵向位移(挠度)相同; ( b)

各层之间没有滑移, 层间位移连续; ( c)基层和约束层采用 Kirchhoff假设; ( d)只考虑黏弹层的剪切效应,

忽略其纵向刚度( Kerwin假设) ; ( e)忽略转动惯量的影响。

  
图 1 约束阻尼板示意图

Fig . 1 CLD plate
          

图 2  约束阻尼板变形图( x 向)

Fig. 2  The deformation pattern of CLD plate ( x-direction)

设基板位移列向量 u1= u1 v 1 w
T
, 其中 u1、v 1、w 分别为中性面在 x、y、z 三方向上的位移。

设基板应变列向量为 E1= Ex1 Ey1 Cxy1
T
, 应力列向量为 R1= Rx1 Ry1 Sxy1

T
,则基板的本构关系

为

R1= E1E1= E1 Lu1 ( 1)

式中, L=

5
5x 0 - z

5
2

5x 2

0
5
5y - z

52

5y 2

5
5y

5
5x - 2z

52

5x5y

, E1=
E1

1- L
2
1

1 L1 0

L1 1 0

0 0
1- L1
2

。

对于约束层,只需要将以上各式的下标由/ 10更换为/ 30即可。

图2是 x 向黏弹性层几何变形关系图, y 向变形关系图与图 2类似。黏弹层的剪切变形可以表示

为

Cxz = 7x =
1
h2

u3- u1 + c
5w
5x  Cyz = 7y =

1
h2

v 3- v 1 + c
5w
5y ( 2)

这里 c= 1+ h1+ h3 P2h2。引入黏弹层应变列向量 C2 = Cxz Cyz
T
,应力向量 S2= Sxz Syz

T
,且其

本构关系采用复模量模型

S2 t = G
*
2 s C2 t ( 3)

约束层阻尼板的应变势能为

U = 1
2Q

V

R
T
1 E1 + S

T
2 C2 + R

T
3 E3 dV ( 4)

约束层阻尼板的动能

T = 1
2Q

A

mÛw 2
+ m1 Ûu2

1 + Ûv 2
1 + m3 Ûu2

3 + Ûv 2
3 dA ( 5)

式中 m1= Q1 h1 , m2= Q2 h2 , m3= Q3 h3 , m= m 1+ m2+ m3。

外力功

UE = - Q
A

q x , y w dA ( 6)

对于 y 向对边简支约束层阻尼板, 其位移和外载荷可以展开为三角级数的形式,
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u1 = E
]

n= 1

U1 n x , t sin
nPy
b

 u3 = E
]

n= 1

U3n x , t sin
nPy
b

 v 1 = E
]

n= 1

V1 n x , t cos
nPy
b

v 3 = E
]

n = 1
V3 n x , t cos

nPy
b

 w = E
]

n= 1
Wn x , t sin

nPy
b

 q = E
]

n= 1
qn x , t sin

nPy
b

( 7)

将位移函数( 7) 代入 Hamilton原理 DQ
t
1

t
0

U+ UE - T dt = 0, 可以得到约束层阻尼板的控制方程
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和在 x = ? 015a 两边相应的边界条件为

U1n= 0   或   
5U1
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nP
b
V1 n= 0

V1 n= 0   或   
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2  传递函数方法的应用

对控制方程( 8)进行Laplace变换,定义状态向量

G
~

n= U
~

1n

5U
~

1 n

5x V
~

1n

5 V
~

1n

5x U
~

3n

5U
~
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53W
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T

( 10)

则控制方程可以改写为状态空间方程的形式

5
5xG

~

n x , s = Fn ( s) G
~

n x , s + f
~

n x , s ( 11)

其中 Fn ( s) I C
12 @ 12

,由( 8)式推导得到, f
~

n x , s = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
q
~

n

D 1+ D 3

T

。

边界条件( 9)可以改写为

Mbn G
~

n - 015a, s + Nbn G
~

n 015a, s = C
~

( 12)
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这里 Mbn和Nbn是边界条件选择矩阵, C
~

n = 0。

方程( 11)的解为
[ 9]

G
~

n = Q
01 5a

- 015a
Gn x , N, s f

~

n N, s dN+ Hn x , s C
~

n s ( 13)

其中
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e
F s x
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则利用( 7)式可以得到约束层阻尼板的频域响应。

求解特征方程

det Mbn e
- 015aF

n
s

+ Nbn e
015 aF

n
s

= 0 ( 14)

便可得到得到系统的特征值 s i , 约束层阻尼板的固有频率和损耗因子, 相应的模态是 G
~

x , Xi =

e
F s

i x

Ui ,其中 Ui 是方程 Mbn e
- 015 aF

n
s

+ Nbne
01 5aF

n
s

Ui = 0的非零解。

3  计算结果

约束层阻尼板长 014m、宽 014m, 约束层 E3 = 21058 @ 10
11
Pa, h3 = 3mm, Q3 = 7840kgPm3

, 基层 E 1=

61762 @ 1010Pa, h1= 112mm, Q1= 2803kgPm3
, 阻尼层采用复常量模型 G2 = 51833010 @ ( 1+ 01968i) Pa, h2=

112mm, Q2 = 2803kgPm3
。用本文方法计算约束层阻尼板的前 7阶固有频率和损耗因子列于表 1, 同时表

中也给出了大型有限元软件 NASTRAN的计算结果, 其中 HEX8表示整个结构都使用 HEX8体单元建

模, Quad4表示黏弹性阻尼层采用HEX8体单元、约束层和基层采用平面 Quad4单元建模( Quad4单元特

性中必须增加板中性面偏移量,否则误差较大)。Smn表示约束层阻尼板在 x 方向有m 个半波, y 向有 n

个半波时的特征值。

表 1 四边简支约束层阻尼板的动力学特性

Tab. 1 Dynamic characteristics of the simply supported CLD plate

阶数
固有频率( Hz) 损耗因子

传递函数法 HEX8 Quad4 传递函数法 HEX8 Quad4

1 S11 841 3787 8411848 8318295 010618 010604 010602

2 S12或 S21 2061 4397 20612624 20418660 010269 010263 010263

3 S22 3281 5010 32613234 32311370 010172 010169 010168

4 S13或 S31 4091 8761 411. 5580 40615159 010138 010133 010133

5 S23或 S32 5311 9396 528. 2694 52016559 010107 010104 010104

6 S14或 S41 6941 6915 703. 0613 68814309 010082 010078 010078

7 S33 7351 3796 724. 6177 71115499 010078 010077 010076

  比较表 1中结果知,复常量模型传递函数方法的计算结果与有限元计算结果十分吻合, 误差很小,

说明了传递函数方法的正确性。在使用 NASTRAN计算时, HEX8建模的结果较Quad4建模更接近于传

递函数解, 且如采用 Quad4单元建模,会得到更多的高频局部模态。图 3给出了约束层阻尼板第三阶频

率的振型图,从图中知纵向位移同横向位移相比是小量,板做横向弯曲振动。

保持其他计算参数不变, 将复常量模型改为复变量模型。黏弹性的松弛函数

G t = 31441+ 710887e- 193139t
+ 231123e- 1634519 t

+ 174414e- 4853118t

单位为10
5
Pa, G

*
2 = s�G 是黏弹性材料的复剪切模量。增加面均布载荷 q x , y , t = D t , 求解约束层

阻尼板的频率响应。级数展开项 n= 10。图 4是板中心点 Z 向位移响应的幅频曲线, 图5是相频曲线。
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图中本文计算结果曲线与NASTRAN结果曲线十分吻合,使用传递函数方法可以分析约束层阻尼板的频

率响应问题,且可以考虑黏弹性材料性能的频变特性。在图 4中, 具有约束层阻尼的两条曲线明显低于

无约束层阻尼的情况下的频率响应曲线,这说明约束层阻尼具有很好的减振效果。

图 3 约束层阻尼板第三阶频率振型图
Fig . 3 The 3rd mode shape of CLD plate

  图 4 中点位移响应幅频曲线
Fig . 4 The amplitude- frequency curve

of displacement response

 图 5  中点位移响应相频曲线
Fig. 5  The phase- frequency curve of

displacement response

4  结 论

( 1)通过与NASTRAN计算结果和文献结果的比较,证明了采用传递函数方法所得计算结果的正确

性。

(2)传统解析法的特征方程为 25阶多项式方程
[ 2]
, 求解十分复杂; 而对于传递函数方法, 黏弹性复

模量体现在状态矩阵 F ( s )中, 求解系统响应时是对其进行积分运算,理论上适用于所有线性黏弹性复

模量模型,且用此方法处理复模量随频率变化的黏弹性材料问题十分简捷。

(3)文献[ 5]采用有限元方法分析约束层阻尼结构,系统自由度维数高, 需要对动力学模型进行降

阶。而本文是在系统的动力学方程基础上,直接得到状态空间方程, 求解系统响应, 系统维数低,避免了

动力学模型降阶工作,极大地简化了计算,增强了系统的可观度和可控度。因此本文方法更适用于主动

约束层阻尼结构的动力学分析。
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