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球形译码算法中不均匀半径分配方案及性能分析
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摘  要:在球形译码算法中, 初始半径的选择与分配是影响算法性能与复杂度的重要因素。针对球形译

码算法在低信噪比时复杂度高的问题, 提出了一种新的基于 V-BLAST 信号模型的初始半径选择与(准)线性

半径分配方案,并分析了应用该方案的两种典型球形译码算法流程的性能与复杂度, 其分析方法适用于任意

不均匀半径分配方案。分析与仿真表明,与传统的球形译码算法相比,在信噪比较低时, 采用该方案的球形译

码算法的复杂度显著降低;在较宽信噪比范围内 ,其误码率性能接近最大似然检测性能。
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Abstract: In the sphere decoding ( SD) algorithm, the strategy of initial radius selection and assignment has significant impact on

the performance and complexity of the algorithm. In order to reduce the prohibitive complex ity of conventional SD algorithm at low signa-l

to-noise ratios ( SNRs) , a novel strategy of initial radius selection and ( quas-i ) linear assignment is proposed based on V-BLAST signal

model. The method of analyzing the performance and complexity of SD algorithm applying the proposed scheme is suitable for any

nonuniform radius assignment strategy. Analysis and simulation show that, compared with the conventional SD algorithm, the complexity

is reduced significantly by the proposed scheme at low SNRs, and the bi-t error- rate performance is close to that of maximum likelihood

detection in a relatively large SNR range.
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球形译码( SD, Sphere Decoding)是格形理论中求解最近点问题的著名算法
[1]
, 已被广泛用于解决通

信领域中最大似然( ML)检测问题。1999年,文献[ 2]首先将SD算法用于解决衰落信道下的格形码译码

问题。随着多天线( MIMO)技术的发展,文献[ 3]又将该算法作为一种 ML检测的低复杂度实现方法,用

于空分复用结构 V-BLAST
[ 4]
信号模型中。已经证明, SD算法的复杂度在较宽信噪比范围内与信号维数

呈多项式关系
[ 5]
,且可以达到ML 检测性能。然而, 在低信噪比下该算法的复杂度仍然很高

[ 5]
,这限制

了它在某些通信系统(如Turbo 码系统)中的应用。针对这一问题,目前主要有两种解决思路,一是通过

修改 SD算法的搜索策略,进一步降低复杂度
[6]
,但这类方法一般不会改变算法复杂度对信噪比的敏感

程度; 另一类是修改 SD算法各维上的半径分配策略,如文献[ 9]提出了按统计方法分配各维半径的方

案,但缺乏对这类方法系统的性能分析。

针对 SD算法的两种典型流程,本文分析了应用线性半径分配方案的 SD算法的误矢量符号率性能

与复杂度, 其分析方法也适用于其他不均匀半径分配的 SD算法。与原 SD算法不同, 不均匀半径分配

的SD算法会出现最优解的漏检情况, 因此造成一定的性能损失, 但通过合理设计半径分配方案,可将

这一性能损失降至可以忽略的程度,这是以往关于该问题分析的文献中被忽略的内容。
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1  信号模型与球形译码算法原理

考虑平衰落信道下, 具有 M 个发射天线、N 个接收天线( N \M)的V-BLAST 系统
[ 4]
,用链路(M , N )

表示。发送数据流经串并变换顺序分配到 M 个发射天线对应的调制器中,分别进行调制输出。在接收

端,某采样时刻获得的接收信号矢量 y= [ y 1 , y 2 ,yN ]
T
表示为

y= Ha+ n ( 1)

其中, 信道矩阵 H 是复数域上N @ M 矩阵,其元素 h ij ( i= 1, ,, N ; j= 1, ,, M )表示从发射天线 j 到接

收天线 i间的信道衰落系数,它们统计独立,且服从均值为 0,方差为 1的循环对称复高斯分布, 矩阵 H

的秩依概率1等于 M。发送信号矢量 a= [ a1 , a2 , ,, aM ]
T
中各元素统计独立, 自相关矩阵为 E( aa

H
)

= ( E sPM) IM ,其中 E s 为总发射功率, IM 为M 阶单位矩阵, a i 取自包含S 个点的信号星座图。N 维矢

量n 为零均值复高斯白噪声,其协方差矩阵为 E( nn
H
) = R

2
nIN。假设接收端已知信道矩阵 H ,但发送端

未知。

信道矩阵 H的 QR分解记为 H= QR , 其中 Q 是具有标准正交列的N @ M 矩阵, R 是主对角线元

素均为正实数的M 阶上三角方阵。将( 1)式两边左乘 Q
H
得

y 1= Q
H
y= Ra+ Q

H
n= Ra+ n1 ( 2)

其中, E( n1 n
H
1 ) = Q

H
E( nn

H
) Q= R

2
nIM , (#) H 为(#)的共轭转置。

( 1)式与( 2)式的ML 检测结果等价, 记为

âML = arg min
a

y - Ha
2
= arg min

a
y 1 - Ra

2
= E

M

i= 1
r
2
ii ai -

1
r ii

y 1i - E
M

j = i+ 1
r ij aj

2

( 3)

其中 r ij表示R的第 i行第j 列元素。SD算法的基本原理是仅对超球 +y1- Ra +2 [ c中的a 进行试验,

将其中使距离度量+y 1- Ra +2
最小的 a 作为检测结果。显然,式( 3)求和项中,后 M - i+ 1项满足

E
M

l = i

r
2
ll a l -

1
r ll

y 1l - E
M

j= l+ 1
r lj aj

2

[ c

ai -
1
r ii

y 1 i - E
M

j= i+ 1
r ijaj

2

[ 1
r
2
ii

c - E
M

l= i+ 1
r
2
ll a l -

1
r ll

y 1l - E
M

j= l+ 1
r ljaj

2

> 1
r
2
ii

c - T i
> D i

( 4)

其中, T i = E
M

l= i+ 1
r
2
ll al -

1
r ll

y1 l - E
M

j= l+ 1
r lj aj

2

, Di =
1
r
2
ii

c - T i 。

上式中 Ti 还可用递推方法得到
[2]
,以减少计算量。可见, a i 的取值范围可以在ai+ 1 , ,, aM 已选定

的条件下确定。将 i 从M 递减到 1时, 便可找到超球中的点。显然,如果超球非空,则 SD算法可获得

ML解 âML。若发现超球为空,一般有两种处理方法: 一是声明译码失败,视该符号为删除符号;二是增

大球半径,重新执行 SD算法, 直到找到一个非空的超球。为表述方便,称前者为流程 2, 后者为流程1。

2  线性半径分配方案

球形译码算法的复杂度与初始半径的选择密切相关
[ 2]
。通常选取初始半径 c使超球内非空的概

率达到某一预定值P0 , P0 通常取 0199, 01999等。即
Pr y 1- Ra

2 [ c = Pr n1
2 [ c = V

2
2M 2PR2n c = P0 ] c= R

2
nP2# V

2
2M

- 1
P 0 ( 5)

其中 V
2
2M表示自由度为 2M 的 V

2
分布函数, 即 V

2
2M y = 1- e

- yP2 E
M- 1

k= 0
1Pk! yP2 k

, y> 0, V
2
2M

- 1
表示其

反函数。

观察不等式( 4)可以发现,随着维数 i的减小,涉及求和项越来越多,但半径 c总是恒定的, 称这种

方案为常数半径分配方案(方案 1)。直观地,若随着 i 的减小, 半径也随之增大,则可实时压缩搜索范

围,降低复杂度。考虑到 c 的选择保证了超球非空的概率为P0 ,类似地,从保证超球非空的概率不小于

P0 的原则出发, 设计一种不均匀半径分配方案。

考虑不等式 A > E
M

i= 1

| n1i |
2 [ M#maxi | n1i |

2 > B,即 Pr( A[ B) = 1。选择 cc使Pr( B[ cc) = P0 , 则
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Pr A[ cc = Pr A[ cc| B[ cc Pr B[ cc + Pr A[ cc| B> cc Pr B> cc = P 0+ E 1- P0 > P0

其中, E= Pr A[ cc| B> cc < 1。

因此,若选择 cc使Pr{maxi | n1i |
2 [ ccPM} = P0 ,则Pr{ E

M

i= 1

n1i
2 [ cc} > P 0 ,同理, Pr{ E

M

i = 1

n1i
2

[ (M - i + 1PM ) # cc} > P0。

注意到( 2PR2n ) | n1i |
2
服从自由度为 2的 V

2
分布, 则

Pr max
i

n1 i
2
< ccPM = V

2
2 2PR2n ccPM M

= P0 ] cc= R
2
nMP2 V

2
2
- 1 M

P0

综上,我们得到一种新的半径分配方案:

选取 cc= ( R
2
nMP2) V22 - 1

(
M

P0 ) ,对第 i 维分配半径 ( M- i + 1PM) cc,即

E
M

l= i

r
2
ll al -

1
r ll

y1 l - E
M

j= l+ 1

r lj aj

2

[ M - i + 1
M

# cc ( 6)

这种分配方案可保证超球非空的概率不小于预定值 P0。由于这种方案随着 i 的减小等间距递增,

因此称之为线性半径分配方案(方案2) ¹。

3  性能与复杂度分析

311  误矢量符号率分析

误矢量符号率( VER,Vector Error Ratio)是指矢量 a的检测错误概率。当信噪比较大时,流程 2与方

案1组合的 SD算法会出现 VER平层,这是因为

Pr a
@
| n 1

2 [ c = Pr y 1- Rac 2
< n1

2
, vacI + | n 1

2 [ c      

=
Pr y1- Rac 2

< n1
2

[ c

Pr n 1
2

[ c
<
Pr y 1- Rac 2

< n1
2

P0

Pe21= Pr a
@
| n1

2
[ c Pr n1

2
[ c + Pr a

@
| n1

2
> c Pr n1

2
> c < PeML + 1- P0 ( 7)

其中, Peij表示流程 i 与方案j 组合的 SD算法的 VER, a
@
表示矢量符号判决错误, PeML表示ML 检测的误

矢量符号概率, 由自由距离与噪声方差决定
[ 12]

PeML UCexp - d
2
fre eP4R

2
n ( C 是常数) ,  d

2
fr ee= min

a X ac, a, acI +
a- ac H

R
H
R a- ac ( 8)

式( 8)说明,随着信噪比的增大, PeML逐渐趋于零。因此, 在大信噪比下,会出现受( 1- P0 )限制的

VER平层。但若选用流程 2和方案 2的组合,这种 VER平层现象会减轻。这是因为方案 2保证了 Pc0

> Pr( + n1 +2 [ cc) = V
2
2M [ ( 2PR

2
n ) cc] = V

2
2M [ M#V 2

2
- 1
(

M

P0 ) ] > P0。因此,流程 2与方案 2组合的 SD算

法的VER可表示为

Pe22 < P eML + 1- Pc0 = PeML + 1- V
2
2M MV

2
2
- 1 M

P0 ( 9)

式中, Pc0= V
2
2M [M V

2
2
- 1
(

M

P0 ) ]。可见,这种组合下的 VER平层由( 1- Pc0 )限定。图 1示出了不同 M

取值时两种方案的VER平层与 P 0的关系。从图中可以看到, 方案 1的VER平层完全由( 1- P 0 )决定;

当采用方案 2时, VER平层随 P0 与 M 的增大而显著降低,因此通过合理选择参数,可将 VER平层的影

响控制在实际通信系统工作的信噪比范围内可以忽略的程度。

如前所述, 若采用流程 1与方案 1的组合,可以获得ML 检测性能(即 Pe11= P eML ) ,但如果采用流程

1与方案 2的组合却只能获得接近ML 检测的性能。这是因为, 方案 2不均匀的分配半径,导致位于超

球内的最近点可能未被搜索到,如果这个点恰好对应正确的检测结果, 那么本次搜索将会出现误判,然

而,这种情况下ML 解却是正确判决。这一小概率事件使方案 2在即使采用流程 1的情况下也只能获

得接近ML检测的性能。具体分析如下。

当采用方案2时,如果超球内某点 a未被搜索到,则它满足 y 1 - Ra
2

[ cc,且 v i I 1, ,, M ,

65李  颖,等: 球形译码算法中不均匀半径分配方案及性能分析

¹ 在文献[ 11]中我们已给出该半径分配方案和基本的仿真结论。这里重点推导该方案提出的依据,并对其性能及复杂度进行分

析。



使 M - i + 1 PM # cc [ E
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如果这个 a恰是发送矢量,则上式等价为 n1
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则ML 解 a在超球内,但未被搜索到的概率为

Pmiss = Pr G
M

i= 1
A i < E

M

i = 1
Pr A i < E

M

i= 1
Pr Bi              

= E
M

i= 1
V
2
2 M- i+ 1 M V

2
2
- 1 M

P 0 - V
2
2 M- i+ 1 M - i + 1 V

2
2
- 1 M

P0

U V
2
2 MV

2
2
- 1 M

P0 -
M

P 0 = Pr BM ( 10)

图2中实线表示E
M

i = 1

Pr( B i ) 的值, 虚线表示 Pr( BM )的值,可以看到当 P0 \0199时两者几乎相等。

这表明,事件 BM 发生的概率成为Pmiss的主导部分,减小 Pr( BM )可以在很大程度上减小 Pmiss。因此,一

种提高VER性能的方法是将第 M 维的半径 ccPM增大, 直到使Pr( BM )足够小,称这种修正的分配方法

为准线性半径分配方案。需指出的是, 当应用流程 1时,上式中的 P0 并不是固定的,有可能在搜索过程

中发现超球为空时增大 P 0 ,因此实际的 Pmiss的上界将会比用事先选定的参数P 0计算出的上界要小。

图 1  流程 2与方案 2 组合时的误矢量符号率平层

Fig . 1 VER floor of flow 2 combined with strategy 2
   

图 2 E
M

i= 1

Pr( B i ) 与 Pr( BM ) ( Pmiss 的上界)

Fig. 2  E
M

i= 1

Pr( B i ) and Pr( BM ) ( upper bound of Pmiss )

综合上面的分析,得到流程 1与方案 2组合所得 SD算法的VER:

Pe12= Pr a
@
|搜索到ML 解 Pr 搜索到 ML 解 + Pr a

@
|未搜索到 ML 解 Pr 未搜索到 ML解

< PeML + Pmiss ( 11)

式( 11)表示,这种结合方式的 VER会在 ML检测性能的基础上叠加 Pmiss。在小信噪比下, PeML m Pmiss ,引

起的性能损失不明显,但随着信噪比的增大, Pmiss对性能的影响逐渐明显。幸运的是,可以通过适当减

小Pr( BM )以控制 Pmiss ,使其降低至可以忽略的程度。事实上,在对 Pe22的分析中已忽略了 Pmiss的影响。
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312  复杂度分析

图 3 SD搜索树( M= 4)

Fig. 3  SD search tree ( M= 4)

注意到 SD算法从高维到低维逐次确定各维取值, 这种搜索

过程构成树的结构,如图 3所示(假想图中 i= M 层之上添加一

个附加节点,将第 M 层上所有节点连接起来,构成树)。显然,

球形译码算法的复杂度由树中所包含节点数决定, 即由各维访

问到的节点数目决定。

方案 1与方案 2的半径比较如图 4所示。可以看到, 在第

M( \2)维, 方案 2的半径小于方案 1, 但随着维数 i 的减小, 方

案2的半径逐渐大于方案 1。较小的半径意味着该维上访问到

的节点较少。因此, 在第 M 维,方案 2总是比方案 1访问到更少

的节点。对于第 i< M 维,只要方案 2的半径小于方案 1,那么与方案 1相比, 方案 2的搜索过程会减少

树的分支数目。注意到方案 2及早地减少了图 3所示 SD搜索树中靠近根节点的节点数目, 虽然在较低

维上方案 2的半径较方案 1大,但其搜索范围已经受到较高维上访问节点的限制。因此,方案 2递增的

半径分配也可以解释为一种统计裁减, 即尽早地去掉那些以较小概率包含ML 解的分支。

4  仿真结果

选用( 4, 4)链路的 V-BLAST 系统, 每个天线上采用QPSK调制,取 P0 = 0199, 在独立瑞利衰落信道
下,采用文献[ 11]中的仿真方法, 对使用不同半径分配方案的 SD算法的误码率与平均复杂度分别进行

了仿真。

411  误码率性能的仿真

采用比特信噪比,即 EbPEn= E sP2R
2
n。图 5是不同半径分配方案分别与两种 SD算法流程相结合的

误码率( BER)曲线。由图可见,方案 1与流程 1的组合能够获得ML 解,具有最优的误码率性能。方案 2

与流程1的组合由于受到 Pmiss的制约,在最优误码率性能曲线上叠加了一个值。当信噪比较小时, 误码

率较这个叠加值小得多, 性能损失不明显;但随着信噪比增大,当误码率降低到与这个叠加值相同的量

级时,性能损失变得较明显。正如 311节中所述, 采用准线性半径分配方案可以减小这一影响, 例如,将

第 M 维的搜索半径由 cPM 增大到 2cPM (称之为方案 3)。由图可见, 当采用方案 3时,即使在大信噪比

下,由 Pmiss造成的性能损失也很微小。

图 4 两种方案的半径比较
Fig. 4 Radius comparison of the two strategies

    图 5 不同半径分配方案的 SD算法的误码率性能

Fig. 5 BER performance with different radius assignments

当信噪比较大时,流程 2与方案 1的组合出现了明显的误码率平层, 这是因为设置 P0 = 0199, 限制
了SD算法总是有 0101的概率搜索不到ML解。当采用方案 2时,由于不均匀的分配半径相当于增大了

超球非空的概率,因此误码平层现象有所减弱。在仿真信噪比范围内,方案 3没有出现误码平层现象,

这说明方案3已将超球非空的概率减小到足够小, 以至于在较大信噪比范围内不会出现误码平层。
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412  平均复杂度的仿真

利用蒙特卡罗仿真计算采用不同半径方案的 SD算法的平均复杂度。采用文献[ 11]中的仿真流程,

在算法执行过程中统计其中乘加操作次数,得到平均每检测一个接收矢量所消耗的乘法或加法次数,如

图6、7所示。由图可见,在较低信噪比时,不均匀半径分配方案 2、3的复杂度远远低于常数半径分配方

案1,这是对搜索树进行统计裁减带来的好处。方案 3的搜索范围是在方案 2基础上的扩大,它的复杂

度也较方案2高。而在高信噪比下, 由于接收信号的空间分布规律受噪声影响较小,采用各种半径分配

方案的SD算法均能较快收敛,因此,它们的复杂度相差不多,不均匀半径分配的 SD算法复杂度仅比常

数半径分配的 SD算法复杂度稍小。在仿真中还可看到,应用方案 3的两种 SD算法流程的复杂度几乎

相同,这是因为,方案 3已将超球非空的概率降至很低,因此, 流程 1中扩大半径操作执行的概率非常

小,两种流程几乎等价。

图 6  平均检测每矢量所需乘法数
Fig . 6 Average number of multiplications required

by detecting a vector

        图 7  平均检测每矢量所需加法数
Fig. 7 Average number of additions required

by detecting a vector

事实上,不均匀半径分配方案可以应用于任意需指定半径的 SD算法, 作为例子, 上述仿真不失一
般性地说明了在低信噪比时, 该方案有效降低了 SD算法的复杂度。

5  结 论

针对传统 SD算法在低信噪比下复杂度高的问题, 提出了一种线性半径分配方案, 并在性能分析的

基础上进一步提出了准线性半径分配方案。与传统 SD算法相比,在低信噪比下, 这些不均匀半径分配

方案可使 SD算法的平均复杂度显著降低,同时误码率性能仅有微小损失; 在高信噪比下, 对于对最大

处理时延有较高要求的应用来说(如流程1) ,准线性半径分配方案以与传统 SD算法相似的平均复杂度

克服了其误码平层现象; 在较大信噪比变化范围内,不均匀半径分配可使 SD算法的平均复杂度变化平

缓得多。这些特点说明, (准)线性半径分配方案无论在误码率性能还是在复杂度上,都比原常数半径分

配的SD算法对信噪比具有更强的适应性,获得了良好的性能与复杂度的折衷。
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