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基于粒子群优化的稀疏分解最优匹配原子搜索算法
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摘 要: 信号的稀疏分解能得到信号的稀疏表示形式, 便于进一步处理, 但其计算非常复杂, 是一个 NP

问题。粒子群优化是群体智能优化算法,算法简单, 易于实现,且搜索效果好。把粒子群优化算法用于稀疏分

解的最优匹配原子的搜索,能降低稀疏分解复杂度,同时减少稀疏分解的超完备字典对存储空间的占用 ,以提

高用稀疏分解理论进行信号处理的计算效率,满足或接近实时性的要求。实验证明,此方法切实可行。
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Abstract: Sparse decomposition of signal can get sparse representation of signal, and then next disposal can use this sparse

representation expediently. But sparse decomposition is very complex ( NP problem) . Particle swarm optimization is a kind of

optimization algorithm using colony aptitude. Its theory is simple to be realized, and the result of searching is good. To reduce

complex ity of sparse decomposition and space of memory, particle swarm optimization is used in searching the best atom. Particle swarm

optimization can increase the efficiency processing signal using sparse decomposition, and then this method can meet ( or near ) the

request of real time. Examinations have proved that this method is feasible.
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作为一种新的信号处理理论,稀疏分解一出现就引起极大的关注
[ 1]
。其在信号处理的各个领域的

研究在短时间内都得到了长足的发展。但是稀疏分解的基是超完备的,基中原子数远远大于信号长度,

而稀疏分解的目的就是从超完备基中搜索出最符合信号特征的那些原子来近似(或精确)表示信号,这

个搜索过程无论是基于全局搜索的贪婪算法
[ 2]
(如MP、OMP) , 还是基于凸松弛和线性规划的基寻踪算

法( BP)
[ 3]
,都是NP问题。因此稀疏分解算法的复杂度非常高,对计算速度和内存的要求非常高,这也

限制了稀疏分解的实际应用。采用优化稀疏分解中最优原子的搜索算法是降低计算复杂度的途径。

粒子群优化
[ 4]
是模拟生物群体模型(鸟群)的群体智能优化算法,算法赋予每个粒子一定的速度、个

体能力和社会能力, 通过追踪个体最优值和群体最优值,实现全局搜索。算法简单、容易实现,需调整参

数少,得到广泛应用
[5]
。

将粒子群优化算法用于稀疏分解最优原子搜索,可以加快搜索速度, 减少内存的占用,是降低稀疏

分解复杂度的一个新思路。

1  稀疏分解和粒子群优化的基本原理

111  稀疏分解

用稀疏的数据表示原始数据对信号处理非常有利。传统的信号表示理论多基于完备正交基,但实
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际上许多信号是各种自然现象的混合, 在正交变换中无法找到这些混合信号的稀疏表示方法。稀疏分

解是基(字典)超完备的, 可以根据信号的特点选择最逼近信号结构的原子作为基(字典) ,从字典中搜索

出与信号最近似的原子, 用这些原子及其相应的分解系数近似(或精确)地表示待分解信号。稀疏分解

的数学描述为:

min c 0  s. t.  f = E
M- 1

k= 0
ckgC

k
( 1)

其中, f 为待分解信号, gC
k
为超完备字典 D中的一个原子, c 为解向量。与正交分解相比, 稀疏分解更

接近人类的主观判断方法。

112  粒子群优化

m 个粒子( Part icle)组成群体( Swarm) ,每个粒子在 D 维搜索空间中以一定的速度飞行, 每个粒子根

据自己搜索到的历史最好点和群体内粒子的历史最好点,更新位置。

第 i 个粒子的位置表示为: x i= x i1 , x i2 , ,, xid , ,, xiD , i = 1, 2, ,, m。

第 i 个粒子的速度表示为: vi = v i1 , v i2 , ,, v id , ,, viD , i= 1, 2, ,, m。

第 i 个粒子的经历过的历史最好点表示为: Pi = pi1 , pi2 , ,, p id , ,, p iD , i= 1, 2, ,, m。

群体内所有粒子所经过的最好的点表示为: Pg= p g1 , p g2 , ,, p gd , ,, p gD 。

粒子的位置和速度根据如下方程进行变化:

v
k+ 1
id = Xv

k
id+ c1N p

k

id- x
k

id + c 2 G p
k

gd - x
k

id ( 2)

x
k+ 1
id = x

k

id+ v
k+ 1
id ( 3)

这里, X为惯性因子,决定着粒子对当前速度继承的大小。 c 1 和 c 2 为正常数, 统称学习因子。学习因

子使粒子具有自我总结和向群体中优秀个体学习的能力, 从而向自己的历史最优点以及群体内的历史

最优点靠近。N和 G是在 0, 1 区间内均匀分布的伪随机数。粒子的速度被限制在一个最大速度 vmax

= v
1
max , v

2
max , ,, vD

max 的范围内。

2  用粒子群优化进行最优原子搜索

本文算法可以看作从贪婪算法发展而来。在最优原子搜索中, 常用的贪婪算法包括匹配追踪

(MP)、正交匹配算法( OMP)及其变种。字典的超完备性和全局搜索是造成使用贪婪算法搜索匹配原子

的稀疏分解计算复杂且占用大量内存的主因。以常用的 Gabor 字典
[ 6]
为例说明这一情况。Gabor字典

的生成函数为:

gC( t ) =
1

s
g

t- u
s

cos( vt+ X) ( 4)

其中, g ( t ) = e
- Pt2

是高斯窗函数, C= ( s, u , v , X)是时频参数。时频参数按以下方法离散化: C= ( a
j
,

pa
j
$u, ka

- j
$v , i$X) , 其中, a= 2, $u= 1P2, $v= P, $X= PP6, 0< j [ log2 N , 0 [ p< 2

- j + 1
N , 0 [ k< 2

j + 1
,

0 [ i [ 12, N 为信号采样点数。因为生成函数为 Gabor函数,此字典被称为 Gabor字典。Gabor字典冗余

度很高,原子个数为 52( N log2 N + N - 1)。贪婪算法要遍历内积字典, 并选取内积最大的原子, 因此搜

索算法的计算量将非常大。

用粒子群算法代替上述贪婪算法,能使搜索算法很快地收敛到全局的最优值(或次优值)。整个稀

疏分解过程是一个迭代过程, 迭代初期的某步搜索中所得原子即使不是全局最优值,而是一个局部最优

值,也不会对整个分解造成不良影响,因为当前步中的未被选出最优原子很快会在随后的迭代过程中被

选中。而迭代后期所选原子对信号的影响比较小,应该在后期被选出的原子即使迭代停止之前未被选

出,也不会对信号分解造成太大的影响。

把超完备字典生成函数的参数作为粒子群优化算法参数搜索空间中的一维,搜索在参数空间中进

行,这样就不用在稀疏分解之前产生整个超完备字典, 而是只产生种群中各粒子的参数向量来代表原
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子,和整个超完备字典相比,种群中粒子参数向量占用的内存基本可以忽略不计。仍以 Gabor字典来说

明用粒子群优化实现最优原子搜索的这一特点。参照式( 4) , 把生成函数的参数 s、u、v、X分别作为粒

子群优化搜索空间中的一维,整个搜索空间为 s、u、v、X 代表的四维空间。当待分解信号长度为 1024

时,设定 s、u 的范围为 0, 1024 , v、X的范围为 0, 2P 。标准粒子群优化算法是针对连续空间的, 不需

要对搜索空间离散化。上述 4维参数空间能够生产的原子数是无穷的,Gabor 字典只是按其抽样规则抽

样的结果。因此,用粒子群优化算法搜索空间的/词汇量0比 Gabor 字典更大,搜索得到的原子更能反映

原信号的结构特点。

3  实验结果

311  一维心电信号(ECG)的实验结果

从MIT-BIH心电数据库中任取长度为 1024个采样点(采样频率为 360Hz)的心电信号作为待分解信

号(如图 1) ,采用第二部分中参数空间 s、u、v、X 代表的超完备字典。粒子群优化的种群规模设定为

50个粒子, 迭代次数为 500, 最大速度 vmax= v s , v u , v v , v X = 50, 50, 10, 10 , X取 0195, 014 , X随迭

代次数线性递减, c 1和 c 2 取值为 2。

由先搜索到的 15个原子重构的近似信号(如图 2)能量占原信号总能量的 95196% ,搜索到 40个原

子时, 重构近似信号(如图 3)能量占原信号总能量的 97159% , 15个原子以后的 25个原子对原信号能量

的总贡献只占到原信号总能量的 1163%。从图 2、图 3的对比,以及图 4能量的分析图可知,总体而言,

初期搜索到的原子对原信号能量的贡献较大且按搜索到的顺序迅速下降, 后期搜索到的原子对原信号

能量的贡献较低且趋于平缓。这证明了文中第 2部分分析的粒子群优化当前步只能得到次优解对整个

稀疏分解影响不大的论断的正确性。
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  在Gabor 字典上,用匹配追踪算法(MP)搜索最优原子,每步迭代要遍历字典中所有原子(信号长度

为1024,则原子数为 585 676)。在相同条件下, 用粒子群优化算法搜索最优原子,最多只需搜索 25 000

个参数空间点, 再由这些点产生原子。相对于内积运算,粒子群优化中的速度和位置的更新以及根据点

产生原子的运算都可以忽略不计。因此,粒子群优化算法复杂度就比匹配追踪算法至少下降 23倍。粒

子群优化算法不需要开辟额外的缓存空间用于存储字典, 匹配追踪算法则需要开辟额外的缓存空间用

于存储字典(包括52N ( N log2 N + N - 1)个浮点数) , 而且频繁地从缓存中读取数据也极大地影响运算

速度。

考虑到高斯函数 99175%的能量集中于 - 3R, 3R ( R为标准差) ,将内积运算的有效区域确定为原

子的 - 3 2RP2+ u, 3 2RP2+ u 区域与剩余信号相应区域之间的内积。

粒子群优化过程中搜索到的原子是随机的,每次搜索用时也不尽相同,统计结果显示,用粒子群优

化算法的稀疏分解算法的计算速度是用基本匹配搜索的稀疏分解算法速度的 135倍左右。

312  二维图像的试验结果

根据图像特点选择合适的生成函数,对生成函数进行平移、旋转、伸缩、弯曲,产生超完备字典的原

子,这些原子能体现图像的几何特征,在此字典的基础上可以得到图像的稀疏表示。目前,稀疏分解在

图像处理中的应用研究较为广泛。

以用于图像压缩的超完备字典
[ 7]
为例, 说明本文提出的用粒子群优化算法搜索最优原子对图像稀

疏分解的改进。为提高计算效率, 文献[ 7]提出先用拉普拉斯金字塔算法把图像分成高、低频两个部分。

低频部分用 DPCM 编码压缩,高频部分用稀疏分解得到图像边缘信息的稀疏表示, 进而实现压缩。对低

频我们不予讨论,文献[ 7]中有详细介绍。

高频部分稀疏分解的超完备字典的原子由两个生成函数产生,分别代表斜坡形和单峰形两种边缘。

g 1 x 1 , x 2 = x 1exp -
x 1

R
+ x

4
2 ( 5)

g2 x 1 , x 2 = 4x
2
1- 2 exp - x

2
1+ x

2
2 ( 6)

平移算子: Tbg x = g x- b ,其中 b为平移向量。

旋转算子: RHg x = g CH( x) ,其中 CH( x) =
cosH - sinH

sinH cosH

x 1

x 2
, 为旋转矩阵, H为旋转角度。

弯曲算子: Brg x 1 , x 2 =

g r- x 1- r
2
+ x

2
2 , rarctan

x 2

r- x 1
,  x 1< r

g r- x 2 , x1 - r+ r
P
2

,        x 1 \r

,其中 r 为弯曲半径。

伸缩算子: Sa g( x ) = Sa
1
, a

2
g x 1 , x 2 = g

x 1
a1
,
x 2
a2

,其中 a为尺度向量。

以上四种算子作用于两个生成函数,产生未归一化的原子, 经归一化就得到超完备字典的原子。

atom b, H, r , a x =
TbRHBr Sa g x

TbRHBr Sa g x
( 7)

整个超完备字典由 g 1、g 2两个生成函数生成的子超完备字典构成,分别代表斜坡形和单峰形两种

边缘。粒子群优化算法的搜索空间就是四种算子参数构成的参数空间 b1 , b2 , H, r , a1 , a2 。

以256 @ 256像素Lena标准图为例。对该图做两层的拉普拉斯金字塔分解,得到两个高频图像。用

第二层高频图像( 128 @ 128)作为实验数据(如图 5左图) ,说明图像的稀疏分解中用粒子群优化算法搜

索最优匹配原子的算法的可行性。参数搜索空间上限设定为 128, 128, 360, 128, 16, 16 , 下限设定为

0, 0, 0, 0, 0, 0 。种群规模为 20, 优化迭代次数为 500 次, 最大速度为 20, 20, 30, 20, 4, 4 。 X 取

0195, 014 ,随迭代次数线性递减, c 1和 c 2 取值为2。

用搜索到的 300个匹配原子重构高频图,如图 5右图。
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图 5 左图为 Lena第二层高频成分,右图为 300个原子的重构高频图

Fig. 5 Left figure is 2nd HF composition, right figure is 2nd HF composition reconstructed by 300 atoms

与一维信号相似,粒子群优化算法的参数搜索空间不需要离散化,整个参数空间代表的字典中的原

子个数是无限大的, 比匹配追踪算法中使用的离散化的字典的/词汇量0更大,更能准确表示图像特征。
同样,搜索在参数空间中进行,字典不会占用额外的内存。当前步搜索只能找到次优解也不会对最终结

果产生太大的影响。原子对高频成分的能量贡献与一维信号相似,限于篇幅不再重复。

4  算法讨论和总结

信号的稀疏分解作为一种新发展起来的信号变换方法,以其表示信号特征的准确性和稀疏性引起

人们的浓厚兴趣,迅速发展成为信号处理中的热点,研究人员对其发展前景非常看好。对稀疏分解理论

研究和实践应用都做出重大贡献的M. Elad说: / The dream: the over-completeness idea is highly effective,
and should replace existing methods in representation and inverse-problems.0 [ 8]

然而,计算复杂度始终是信号的稀疏分解实际应用的一个瓶颈, 特别是对实时性要求较高时。本文

把粒子群优化算法应用于稀疏分解最优原子的搜索, 降低了计算复杂度, 节省了内存, 部分解决了算法

实时性差的问题。这种最优匹配原子的搜索算法可以很方便和其他快速算法结合使用(如分块降维处

理的方法或插值降维处理的方法等) ,能够进一步降低稀疏分解的计算复杂度。原因是这些快速算法对

实验数据降维后使用的搜索算法本质上还是贪婪搜索,用粒子群优化算法代替贪婪搜索就可以降低搜

索算法的复杂度。

把遗传算法用于稀疏分解最优原子搜索的算法
[ 9]
和本文算法类似, 不同之处在于遗传算法搜索空

间是离散化的参数空间, 本文所用的粒子群优化算法搜索的参数空间是连续的, 因此, 本文参数空间决

定的超完备字典中的/词汇量0更大,搜索结果更符合信号特征, 稀疏分解在更少的步骤内收敛,相应地,

对信号的表示更稀疏。
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