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复杂平面区域的三角网格生成算法
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摘 � 要:为生成复杂平面区域的有限元网格 ,提出了基于网格细化的三角网格生成算法。该算法首先采

用耳尖移除法对区域边界做三角划分,得到粗略的初始网格。提出 Delaunay优化平分方法, 根据网格密度细

化初始网格,该网格细化方法结合最长边平分技术与 Delaunay边交换技术, 可有效提高内点生成与单元细分

的质量。实验表明,基于 Delaunay优化平分的三角网格生成算法可对任意平面域进行网格剖分,生成符合有

限元计算要求的高质量三角网格。
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Triangular Mesh Generation over Arbitrary Two-dimensional Domain
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(1. College of Computer, Nat ional Univ. , of Defense Technology, Changsha 410073, China;

2. School of Mathemat ics, Physics & Informat ion Engineering, Zhejiang Normal Univ. , Jinhua 321004, China)

Abstract: A refinemen-t based triangular meshing algorithm is proposed to generate finite element meshes of arbitrary two-

dimensional domains. The boundary is triangulated by the ear- removal method, constructing an initial mesh with coarse elements. To

meet the pre-specified sizing requirement by refining the initial mesh, a novel mesh refinement method, Delaunay- optimized bisection, is

presented. By combining globa-l longes-t edge bisection with Delaunay edge swapping, wel-l shaped triangular elements are constructed.

Meshing examples are presented along with mesh statistics, showing that the presented algorithm is capable of generating quality finite

element meshes for arbitrary 2D domains.
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有限元方法计算效率在很大程度上受有限元网格质量的影响
[ 1]
。近几十年来, 有限元网格生成技

术的研究取得了很大进展,并出现了大量网格生成算法
[ 1- 2]
。由于三角面片几何相容性好, 非结构化三

角网格成为一种常用的二维有限元网格,其生成技术分为四叉树、波前法和 Delaunay 等三大类
[ 1]

,其中,

Delaunay方法
[ 3]
是迄今为止研究最多、应用最广泛的一类方法。Delaunay 三角网格中各单元的外接圆内

不包含任何节点, 具有最小角最大特性, 但实际应用中, Delaunay 方法必须解决边界恢复
[ 4]
和内点生

成
[ 5]
等问题。

1 � 算法概述

为生成二维三角网格,本文提出基于 Delaunay优化平分网格细化的网格生成算法,用于实现复杂平

面域的网格初始化和网格内点的生成与插入。该算法包括以下步骤: ( 1)准备工作:输入平面区域内、外

边界;合并内、外边界为一个边界多边形;生成边界节点。( 2)初始网格生成: 对边界多边形用耳尖移除

法做三角划分, 生成仅包含边界点的初始网格。( 3)网格细化: 采用 Delaunay 优化平分方法在初始网格

内部生成和插入新节点, 得到新的三角面片。( 4)网格优化: 用 Laplacian光滑技术调整内部节点位置,
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提高网格总体质量。

网格生成过程中,需根据预定义的网格密度生成边界节点和内部节点。网格密度采用节点间距

(Node Spacing)
[ 10]
。设线段两端 n1、n2 的节点间距分别为 h1、h2 ,则该线段中点 m 的节点间距为N s ( m)

= h1 h2。若网格中某边的长度大于 2h1 h2 ,则认为与这条边相邻的三角单元需要细分。

2 � 初始网格生成

连通区域边界可用简单多边形近似,根据网格密度离散该近似多边形,并做三角划分,得到一个包

含所有边界节点和边界边的粗略初始网格。本算法采用耳尖移除法
[ 7]
实现边界多边形的三角划分。如

果多边形上的某顶点的前后相邻顶点的连线完全位于多边形内部,称该顶点为耳尖;耳尖与相邻两顶点

形成一个耳尖三角形。三角划分过程如图 1所示: 在多边形上选择一个耳尖,切除该耳尖及对应的耳尖

三角形;递归处理多边形剩余部分,直到多边形仅含三个顶点。为使划分结果尽可能符合最小角最大特

性,引入一个启发式 � � � 每次选择的耳尖为当前内角最小者。

图 1 � 耳尖移除法生成初始网格
Fig. 1 � Construction of initial mesh by ear removal

在后期网格细化中, 新的节点与单元均位于多边形内部, 不会生成域外节点或域外单元, 因而网格

具有良好的几何相容性; 细化阶段边界边保持不变,保证了网格边界的完整性,因此无需考虑边界恢复

问题。

3 � 网格细化方法

给定初始网格与网格密度,生成内部节点,连接新的三角单元,在满足网格密度要求的同时,考虑网

格单元的形状质量。各类细化技术
[ 8- 10]

对网格整体或局部进行加密,使网格更符合有限元方法的要求。

3�1 � 最长边平分

边平分
[ 9- 10]

是一类广泛使用的网格细化方法。对于初始网格中一个尺寸过大的单元(图 2( a) ) ,最

长边平分方法找出该单元的最长边;连接最长边的中点与对顶点,共享该边的相邻单元同时被一分为二

(图 2( b) )。这种方法以三角单元为基本检查单位,特点是简单易实现,且本单元细化质量较好。

图 2 � 边平分细化方法
Fig . 2� Edge bisections

从图 2可发现,一个单元的最长边不一定是其相邻单元的最长边, 将导致相邻单元的细化质量较

差。为此, Lo
[10]
提出全局最长边平分方法(如图 2( c)所示) :找出网格中所有待细化的边并按长度排序,

平分其中的最长边。若输入的初始网格质量较好, 全局最长边平分方法可获得高质量的网格细化结

果
[ 10]

, 但如果初始网格质量较差,则后续生成内点的位置不合理, 导致最终网格质量不高。

3�2 � Delaunay优化平分

Delaunay边交换
[ 4]
是一种简单的拓扑变换, 通过更改局部的节点连接方式提高网格质量。如图 3

所示,如果两个相邻三角单元违反 Delaunay空圆准则,则把当前对角线 AB 变换为另一条对角线CD。
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图 3 � Delaunay 边交换

Fig. 3 � Delaunay swapping

为优化内边连接方式, 本文结合 Delaunay 边交换与全

局最长边平分方法, 提出 Delaunay 优化平分方法。一方面

可在网格局部消除非 Delaunay三角化,提高新单元的质量;

另一方面,可降低初始网格质量对内点生成的影响, 使内点

分布更合理。Delaunay优化平分方法如图 2( c)、( d)所示:

首先平分全局最长边,然后检查相邻单元的其余四条边, 若

某条边的相邻单元违反 Delaunay 准则, 对其进行 Delaunay

边交换。

3�3 � 优先列表

网格细化开始前, 将网格中所有待细化的内部边根据

长度按降序组成一个优先列表,表头就是全局最长边。在细化处理过程中,每平分一条全局最长边,都

及时更新优先列表, 以删除列表中已满足密度要求的边, 或增加未满足密度要求的新边。列表为空时,

表示当前网格已满足密度要求,细化过程结束。

4 � 实验与结果

图4给出例 1(第一行)和例 2(第二行)用于比较全局最长边平分方法与 Delaunay 优化平分方法,均

生成均匀网格, 节点间距统一取值 2。图4的第一列为区域边界,第二列为初始化网格, 第三、四列分别

是用全局最长边平分方法和 Delaunay 优化平分方法得到的网格细化结果。表 1和图 5给出了相关的网

格特征参数,包括单元形状质量:

�= 2 3
�AB � AC �

�AB � 2
+ �BC �2

+ �AC �2 ( 2)

其中, 2 3为标准化因子,使得等边三角面片的 �指标取最大值 1。

图 4 � 例 1、2:全局最长边平分与 Delaunay 优化平分的比较

Fig . 4� Example 1、2: Comparison of globa-l longes-t edge bisection and Delaunay- optimized bisection

表1 显示, Delaunay 优化平分方法细化结果所包含的内部节点和单元数量更少、单元形状质量更

高。图 5则显示, 全局最长边平分方法的细化结果的�指标主要分布在区间[ 0�3, 1�0]上, 但 �在[ 0�9,

1�0]上的单元所占比例低于 50%; Delaunay优化平分方法细化结果的 �指标集中分布在[ 0�6, 1�0]上,�

指标在[ 0�9, 1�0]上的单元比例大于 75%。图表数据表明,在给定的初始网格与网格密度相同的情况

下, Delaunay优化平分方法的细化结果均优于全局最长边平分方法。究其原因,全局最长边平分方法对

于在局部违反 Delaunay 准则的新单元不做连接调整,导致新生成单元质量不高、内点分布不合理;反之,

Delaunay优化平分方法及时消除局部非 Delaunay三角化、修正内部边的连接方式, 从而使后续的内点生

成与插入更为合理。
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图 5 � 网格细化结果 �- 指标分布情况

Fig. 5� Distribution of �metrics of the final meshes

� � 表 1 � 网格细化结果特征

Tab. 1 � Statistics of the final meshes

网格特征
例 1 例 2

方法 1 方法 2 方法 1 方法 2

边界点数 31 31 50 50

内节点数 87 49 80 53

单元数 203 127 211 154

平均连接度 5�5001 5�7959 5�3171 5�8491

� 最大值 0�9993 0�9997 0�9991 0�9996

� 最小值 0�3215 0�6160 0�3810 0�6254

� 平均值 0�7917 0�9588 0�8172 0�9337

� � 方法1:全局最长边平分方法; 方法 2: Delaunay优化

平分方法

例3是一个包含孔洞和多种材质的平面区
域,典型的如下水管道。图 6( a)为该平面区域的初始边界, 材质 A、B、C 处分别指定节点间距为 1、2、4。
采用基于 Delaunay 优化平分的三角网格生成算法得到的三角网格如图 6( b)所示, 从图中可见,不同材

质之间的边界保持完整, 且单元尺寸过渡均匀。该网格节点数为 209,三角单元数为 352, 统计单元质量
为 �, 平均值为 0�8233, 最小值为 0�5012。

图 6� 含孔洞、多材质平面区域的三角网格生成
Fig. 6� Triangular mesh of a mult-i material domain with an opening

5 � 结 论

提出基于 Delaunay 优化平分的二维有限元网格生成算法,用于生成任意平面区域的三角网格。在
初始网格生成方面, 算法用耳尖移除法对边界多边形进行三角划分, 得到的初始网格具有良好的几何相
容性, 且无需考虑边界恢复。网格细化方面提出了 Delaunay优化平分方法,在每次全局最长边平分之后

做Delaunay边交换,以消除局部非 Delaunay三角化情况,使内点分布更合理。实验结果表明, 与传统的
先细化、后优化的方法相比,本文提出的算法更有利于生成高质量的二维有限元网格。
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