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基于证据熵对不确定性度量的决策表约简
*
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摘  要:知识约简是粗糙集理论的核心内容之一,产生的粗糙决策规则往往具有一定的不确定性。在变

精度粗糙集的基础上,本文构造了符合证据理论框架的一组焦元, 利用基本概率分配函数计算了证据的总体

信息熵,度量了决策表的不确定性; 以该度量作为启发信息, 给出了决策表的启发式知识约简算法。计算实例

表明了本文方法的有效性。
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Decision Table Reduction Based on Evidence Entropy for

Uncertainty Measures
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Abstract: Knowledge reduction is one of the important topics in the research on rough set theory, and rough decision rules are

inevitably provided with uncertainty. In this paper, a family of focal sets is constructed within the framework of evidence theory on the

basis of variable precision rough set theory. Accordingly, the function of basic probability assignment is defined, and then the total

information entropy is calculated for evidence theory, namely the evidence entropy. Uncertainty measure for the decision table is

determined by that entropy. Based on the measure, the heuristic algorithm is proposed for decision table reduction. Finally, the

experimental results show the validity of the methodology.
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粗糙集理论由Pawlak于 1982年提出,并由 Ziarko 于 1993年扩展为变精度粗糙集
[ 1- 2]

,是处理不确

定和不精确问题的一种新型数学工具, 是知识约简的一个重要手段。粗糙集的约简计算方法,一般分为

代数观点和信息论观点两大类
[3- 4]

, 信息论观点已被证明具有更为普遍的适用性
[ 4]
。信息论观点下的

约简,需要计算信息熵的等价性,而这一般是基于 Shannon熵定义的。

从不确定度问题的研究来看
[ 5]
,粗糙集对象的决策表必然具有一定的不确定性,需要适当地度量。

考虑证据理论与粗糙集均关注于对象的/分类0,二者的关系密切 [ 6- 7]
,可以借助证据理论来对粗糙集进

行刻画;基于Hartley熵与 Shannon熵共同定义的不确定性度量模型
[ 8- 9]

, 有效地表达了系统的总体不确

定度,可以更加完整地评估决策表在约简前后的信息等价性。

本文从粗糙集与证据理论之间的密切联系入手,构造了基于变精度粗糙集的证据理论框架,定义了

相应的基本概率分配函数,计算了表示总体不确定度的证据信息熵;根据约简前后的等价性要求,用不

确定度为启发知识, 给出了有效的决策表约简算法,并进行了算例验证。

1  变精度粗糙集

在粗糙集理论中,决策系统 S 可表示为一张数据表< U, C G D> ,其中 U为论域, C、D 分别为条

件属性和决策属性
[ 6]
。设 R 是属性子集,则表示了一个不可分辨关系; 以 UPR 表示所有等价类的集
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合,则构成了对论域 U的一个划分。

变精度粗糙集( Variable precision rough set, VPRS) ,引入了一个/精度等级0参数 B( 015< B[ 1) , 是对

Pawlak粗糙集的扩展
[1, 7]
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式( 1) ~ 式( 4)分别表达了集合 X 的下近似集、上近似集、边界域和负域。

可见,在VPRS中,体现的是一种/多数包含0关系。若取 B= 1, 即退化为 Pawlak粗糙集。

2  VPRS构造的证据理论框架

211  空间划分的简单实例

图 1 集合空间划分的简单例子
Fig . 1 Diagram of space division

图 1是关于集合空间划分的一个简单例子。在图

( a)中,子集 A 1、A 2、A 3 相互重叠,把全集 U划分为四类

区域,已标识于图( b)中。区域 Ñ为单个子集的内部, 区

域 Ò 为两个子集的交界, 区域 Ó 为三个子集的交界, 而

区域 Ô则为所有子集外部的公共区域。

不难得出结论: 所有的这四类区域, 其中的非空集

合,构成了对全空间的一个划分。

212  基于 VPRS对论域划分

不妨设决策属性 D= { d1 , ,, dm } ,对 U 的划分为

UPD= { Y1 , ,, Ym } , Yi 是d i 唯一对应的等价类。为简便,在不致引起混淆时,约定在写法上不再对 Yi

和d i 进行区分。

文献[ 7]提出了基于 d i 的下近似集和边界域对U进行划分的研究方法。事实上,经分析可知,各下

近似集之间是不存在重叠的,相应的区域划分结果稍嫌繁杂。为此, 本文给出了一个新的研究思路,是

基于上近似集和负域来进行划分的。

对条件属性 R AC, d i 的上近似集、负域分别由式( 2)、式( 4)确定,并可定义集合如下:

I i= R
B
( d i ) H H

k X i
NEG

B
( dk ) ( 5)

可见, I i 类似于图 1中区域 Ñ , 是与 di 有关的集合的内部。相应地,可定义如下集合:

I 0= H
i
NEG

B
( d i ) ( 6)

则 I 0类似于图 1中的区域Ô 。

类似于图 1中区域 Ò 、Ó ,可给出边界域的相应表达式: ( PHAD , | H| > 1)

IH= H
d
i

I H
R
B
( d i ) H H

d
k
| H
NEG

B
( dk ) ( 7)

可见, IH表达了d i I H的上近似集的公共交界,而 G
HAD

I H则表示了整个交界区域。

至此,不难看出,对于全部的集合 I i、I 0 和 I H,其中的那些非空集合构成了对论域 U的一个完全划

分。

213  证据理论的基本框架

根据上文研究内容, I 0是与任何 d i 都无关的区域; 对区域中的对象,不能由决策属性 D 直接进行

判别。为此,需要相应地添加一个新的 d0 ,则扩充后的识别框架 ( 定义为

( = {d 1 , d 2 , ,, dm } G { d0} ( 8)
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结合式( 5) ~ 式( 7) ,可统一表述如下:

I ( H) =

<,  H= <

I0 ,  H= { d0}

I i ,  H= {d i }

IH,  HAD , | H| > 1

( 9)

定义映射关系如下: m : 2
( y[ 0, 1]

m ( H) = | I ( H) |P| U| ( 10)

根据论域 U的划分关系,不难证明,这是一个基本概率分配( Basic probability assignment, BPA)函数,

能够满足表达式: m( <) = 0,且 E
HA (

m ( H) = 1。

进一步,由 bpa函数可以确定信任函数 Bel 和似然函数Pl ,具体细节不再详述。

Bel ( H) = E
UAH

m ( U) ,  Pl ( H) = E
UHHX <

m ( U) ( 11)

3  基于证据熵的知识约简

311  证据理论的不确定度

不确定度是一个度量不确定性测度函数所表示对象的不确定程度的模型,不同的不确定性理论用

不同的不确定性测度描述。根据Klir的分类, 证据理论描述了非特异性和随机性
[5]
。

基于经典信息论概念的推广, 随机性引起的不确定度由 Shannon 熵表示, 而非特异性则需要由

Hartley 熵表示。为了表示总体不确定度, Pal等采用了两类熵之和的研究思路
[5, 8]
。

不失一般性,总体不确定度计算如下:

TU( m) = -
1
2 E

HA (
m ( H) ln

m( H)
| H|

2 ( 12)

312  决策表的证据信息熵

根据上文研究内容, 基于 VPRS, 可构造出决策表的证据理论框架, 因此, 考虑借助证据理论的总体

不确定度模型, 来对粗糙集决策表的不确定性进行适当度量。

对于识别框架 ( ,式( 9)将论域 U详细划分为 2
m
个独立区域,实际运算有所不便。为此,考虑进行

简化,将全部交界区域视为一个整体,则 U最终可划分为m+ 2个区域,即:

U= { I 1} G ,G { Im } G { I 0} G G
HA D, | H| > 1

I H ( 13)

至于全体边界区域的测度,可计算为:

m( $) = 1- m ( d0 ) - E
m

i= 1

m( d i ) ( 14)

式中, $代指整个边界区域。

根据式( 12)和式( 14) , 可以方便地计算出简化情况下的总体不确定度,并将其作为对决策表不确定

性的度量。由于需计算证据理论框架的总体信息熵,则称之为证据信息熵,简称证据熵。

313  基于证据熵的约简算法

基于VPRS对论域 U的划分,在一定程度上反映了决策属性 D 与条件属性R AC 之间的相互依赖

关系。证据熵的计算,实质上是信息论观点下对决策表中分类不确定性的总体评估; 证据熵是 Hartley

熵与 Shannon熵的综合形式,比传统上只用单类熵表达的信息更为完整
[4, 8]
。

为书写方便,将证据熵写为如下形式:

H ( D | R) > TU( D , R , B) = TU( m) ( 15)

对于属性 r I R ,可利用证据熵对其重要性进行适当评估, 表达式如式( 16)。若 SGF( r ) = 0,则该属

性不影响分类的不确定性,被认为是不重要的,可以将其约简。

SGF( r ) = H ( D | R) - H ( D | R- { r} ) ( 16)
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以属性重要性作为启发信息, 可以给出一个启发式的决策表知识约简算法:

输入:一个决策表 S = < U, C GD >

输出:属性集 C 的一个相对约简B

Step 1:初始化 B= <;

Step 2:计算原始的证据熵 H ( D | C) ;

Step 3:对所有 r I C,计算证据熵 H ( D | r ) , 并按照递减的顺序,将各 r 依次放入B 中;

Step 4:对 B 中各属性 b,依次操作:

Step 411:由式( 16) ,计算 b 的重要性;

Step 412:若 SGF( b) = 0,则将 b 约简, 即 B= B- { b} ;否则, B 保持不变。

Step 5:约简结束,将 B 输出。

4  柴油机故障诊断实例

为便于对比分析,这里采用了文献[ 10]中的实验数据进行验证计算。

利用直列 4135柴油机进行故障诊断实验(四种工况:正常,进气阀开度过小, 进气阀开度过大, 排气

阀开度过大) ,检测并采样其振动信号, 一共产生 40组数据样本。

实验中布置了三个测点: 测点 1、2位于气缸盖上;测点 3 位于气缸体表面,对应活塞行程中点处。

对每个测点的信号提取 6个故障特征, 分别为:频域波形复杂度 If、时域波形复杂度 Ir、非周期复杂度

R、频谱中心频率 Cc、时间序列方差 Dx 和时间序列峭度 A4。相应的计算公式如下:

If = E
NP2

n= 1

X ( n) lnX ( n) ,  Ir = E
p

i= 1

Ki lnKi ,  R =
p

p - 1
#

E
p

i= 2

K
2
i

E
p

i= 2
Ki

,

Cc = E
NP2

m= 1

2mX ( m)

N E
NP2

n= 1
X ( n )

,  D x =
1
l E

l

n= 1
X ( n) - x

2
,  A4 =

1
l E

l

n= 1
X ( n)

4

( 17)

式中各符号含义参见文献[ 10] ,这里不再详述。

首先, 以40组数据样本作为论域 U, 以 18个信号特征作为条件属性 C, 以四种实验工况作为决策

属性 D ,构建了决策表;至于条件属性,则分别按照/测点 1特征 1, ,,测点 1特征 6, 测点 2特征 1, ,,

测点 3特征 60的顺序,依次编号为/ 10~ / 180。限于篇幅,不再对决策表进行详细介绍。

然后, 预设一个精度等级, 不妨取 B= 019;需要说明, B的取值应视实际情况而定
[ 6, 10]

, 主要是 VPRS

对数据样本的容错能力需要。依据式( 15)、式( 12) , 可计算原始的证据熵, H ( D | C ) = 413275。
接着,需对各属性(特征)进行排序,这是基于证据熵计算的, 实质上也是对各特征的重要性的一个

初步比较。计算结果见表 1。

表 1 各特征(属性)的证据熵

Tab. 1 Evidence Entropy for each property

r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9

513219 513219 512376 51 3219 51 0501 513219 51017 513219 513219

r10 r11 r12 r13 r14 r15 r16 r17 r18

513219 513219 510874 41 9610 51 3219 513219 513219 415737 510874

  按照递减顺序, 各特征的排列为/ 1, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 3, 12, 18, 5, 7, 13, 170。
按照上面给出的排列顺序,可依次计算各个特征的属性重要性, 即考虑决策表在约去该属性前后的

证据熵变化,且只保留重要性不为 0的特征(属性)。作为约简结果,可以验证,属性子集{ 5, 17}的证据

熵为 413275, 与原始的证据熵相同,且{ 5, 17}的任一子集不再满足该条件。
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至此,可以得出结论:测点 1的时间序列方差, 以及测点 3的时间序列方差,能够有效判断四种实验

工况。即是说, 在 019的精度等级上, { 5, 17}可用于替代原特征集(含 18个特征)。

若取 B= 1, 约简结果也为/ 5, 170。但如果取 B= 018, 约简结果则为/ 1, 12, 170;这意味着, 在 018
的精度等级上, { 1, 12, 17}与原特征集等效。至于文献[ 10]中的结果,则是基于 Shannon信息熵计算得到

的,为/ 5, 170。可见,基于VPRS的证据熵方法,具有更好的实用性和普适性。

需要说明: 对于一般的决策表而言,冲突样本数据是在所难免的,知识约简的信息熵表示更为适用;

基于VPRS进行研究,可根据实际需要调整/精度等级0,对于抑制数据中的噪声和不确定性有积极的作
用。

5  结 论

( 1) 基于变精度粗糙集,本文分析了决策表中蕴含的证据理论框架,定义了基本概率分配函数,计

算了用于表征总体不确定度的证据熵, 并以此作为判决依据,提供了决策表知识约简的一种新的研究思

路。

( 2) 基于证据熵的决策表知识约简方法,更全面地考虑了系统的非特异性和随机性, 在信息论观点

下更完整地描述了系统的总体不确定度,计算结果具有更好的可信赖性与适用能力。
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