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渐开线环形齿球齿轮传动时变刚度系数
X

张立杰,潘存云,李  婷,李常义

(国防科技大学 机电工程与自动化学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要:为研究渐开线环形齿球齿轮传动过程中齿轮副间的接触力,基于 Hertz 弹性接触理论定义了齿面

接触点的刚度系数;利用微分几何相关知识, 分析了球齿轮的齿面特征, 得到了实时啮合点主曲率半径计算公

式;研究了重合度系数对啮合刚度的影响, 结合球齿轮机构传动特点, 推导出任意位置反向啮合点位置计算公

式;最后通过一个实例说明球齿轮机构接触点刚度系数具有典型的时变特征。

关键词:渐开线环形齿球齿轮; 接触;时变; 刚度系数

中图分类号:TH132  文献标识码: A

Time- variable- stiffness in Involute Ring Tooth

Spherical Gear Transmission
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Abstract: The stiffness coefficient on the contact point of the gear pairs is defined based on the Hertz Elastic Contact Theory, which

can be used to calculate the meshing force of the gear pairs. Then, the characteristics of the working flanks of the involute ring tooth

spherical gear are analyzed and the equations to calculate the master curvature radius are derived. Afterwards, the contact ratio , a key

factor in the calculation of the stiffness coefficient, is studied and the method on how to find the position of inverse meshing point is

given. Finally, the result of an example is presented to demonstrate the time-variable characteristic of the stiffness coefficient in spherical

gears transmission.
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齿面间的接触力学特征是齿轮传动一项重要研究内容。接触点刚度系数是接触力计算的一个关键

参数。常见齿轮的接触理论已经发展得比较成熟,作为齿轮家族的新成员,球面齿轮接触力学特性的研

究还比较少
[ 1]
。渐开线环形齿球齿轮(下文简称为球齿轮)无论传动原理还是轮齿的几何形状, 都与传

统渐开线齿轮以及其它球齿轮有所不同。对它的接触特性进行研究,不仅可以完善它的理论体系,对于

这种球齿轮在振动以及动力学特征等方面的研究也具有很好的实用价值。

1  基于 Hertz理论的球齿轮接触刚度系数定义

球齿轮齿面啮合接触形式表现为一个双凸面和一个马鞍面的点接触(下文已证明) , 由Hertz弹性接

触理论,齿面间的这种接触可作为两个变曲率半径柱体碰撞问题来研究
[ 2]
。忽略物体的弹性波动, 不计

摩擦,接触时齿面间的法向接触力和变形之间满足:

P= KD
3
2 ( 1)

K 就是取决于接触物体的材料和结构形状的刚度系数,其定义为

K= 4R
1
2 E

*
P3 ( 2)

式中, D为物体的接触变形; P 为接触面法向接触力; L1 和 L2 为材料的泊松比; E
*
为综合弹性模量; E 1
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和 E2 分别为两物体材料的弹性模量; R 为综合曲率半径; R 1 和 R2 分别为两个物体接触点处的当量曲

率半径。有

1

E
* =

1- L
2
1

E1
+

1- L
2
2

E2
;
1
R
=

1
R1

+
1
R2

( 3)

2  球齿轮环形渐开面形成原理及其方程

球齿轮的工作齿面是以若干条渐开线为母线绕极轴旋转形成的环形渐开面
[ 3]
, 由于渐开线的位置

各不相同, 每个渐开面的几何形状也不一样(图 1)。用微分几何的观点,环形渐开面可以看作是由无数

条渐开线以及渐开线上每一个点绕极轴旋转所形成的无数个圆纵横交错编织而成。

图 1 球齿轮环形渐开面形成原理
Fig. 1 Forming of the ring involute flank of the spherical gear

     
图 2  齿面编码及 7 的计算

Fig . 2 Numbering of the working flanks and 7

文[ 4]中提出了半齿模型建模法,基于这种方法的渐开线及环形渐开面方程分别为

x= Rb [ cos( u+ 7 ) + usin( u + 7 ) ]

y= 0

z= Rb [ sin( u+ 7 ) - u cos( u+ 7 ) ]

( 4)

r=

rx

ry

rz

=

Rb [ cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 ) ] cosU

Rb [ cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 ) ] sinU

Rb [ sin( u+ 7 ) - ucos( u+ 7 ) ]

( 5)

其中, Rb 为渐开线基圆半径; A是渐开线分度圆压力角; 7 是渐开线起始位置参数; U为渐开线齿廓绕

极轴旋转参数; r 为环形渐开面上任意点向径; u = tanA是渐开线上点的位置参数;

由( 5)式可以看出,环形渐开面上任一点的空间位置,可由点在渐开线齿廓上的位置参数 u 和该点

绕极轴转过的角度 U决定。u和 U称为环形渐开面的曲纹坐标, 与之相对应的两族曲线分别称为 u-

曲线( U= 常数)和 U- 曲线( u= 常数)。

参数 7 为渐开线起始位置参数,由于中凸球齿轮和中凹球齿轮结构上的差异, 7 的计算方法也不

相同。图 2所示分别为两种齿轮的环形渐开面编码规律,实线表示用于生成对应渐开面的渐开线。

可以看出生成环形齿的外凸面的渐开线在 x 的正半轴, 渐开面编号为正; 而位于 x 负半轴的渐开

线用于生成环形齿的内凹面, 渐开面编号为负。特别注意的是, 中凸球齿轮的中凸齿渐开线编号为 0,

中凹球齿轮没有 0号编码。根据图 2可推导出中凹和中凸球齿轮 7 的计算公式为

7 =

P
2
- ( 4t- 1)P

2z
- invA( t> 0)

P
2
-

( 4t+ 3)P
2z

- invA( t< 0)

 (中凹球齿轮) ( 6)

7 =
P
2
-

( 4t+ 1)P
2z

- invA (中凸球齿轮) ( 7)

式中, z ) 中凸齿球齿轮当量齿数;

t ) 环形渐开面编号, t = 0, ? 1, ? 2, ,,其中凸面取正,凹面取负(中凹球齿轮 t 不取 0)。
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3  环形渐开面任意点处主曲率半径的计算

由式( 5)计算环形渐开面的第一、第二类基本量分别为:

E= ru#r u= R
2
bu

2
; F= r u#rU= 0; G= rU#r U= R

2
b cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 )

2
;M = n#ruU= 0;

L = n#ruu=
Rbu[ cos( u+ 7 ) + u sin( u+ 7 ) ]

cos( u + 7 ) + usin( u+ 7 )
; N = n#r UU=

Rb sin( u+ 7 ) [ cos( u + 7 ) + usin( u+ 7 ) ]
2

cos( u + 7 ) + usin( u+ 7 )

其中, n= ru @ r UP ru @ r U 为渐开面单位法矢量。

由 F= M= 0知道, 渐开面上各点的主方向就是 u- 曲线和 U- 曲线的切线方向, u- 曲线和 U- 曲

线就是渐开面的曲率线
[ 5]
。对渐开面上任意点 S 来说, u - 曲线和 U- 曲线在 S 点的法曲率k 1、k2 就是

渐开面在 S 点的两个主曲率,其计算公式为

k1=
N
G
=

cos( u + 7 ) + usin( u+ 7 )
Rbu cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 ) ; k2=

L
E
=

sin( u+ 7 )
Rb cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 ) ( 8)

有

k1#k2 = sin( u+ 7 )
R

2
bu( cos( u+ W) + usin( u + 7 ) )

( 9)

在半齿模型法中环形渐开面的外凸面由位于 x 正半轴的渐开线作为母线生成,即( 4)式中

x= Rb [ cos( u+ 7 ) + usin( u+ 7 ) ] > 0

可知对于渐开面外凸面恒有 k1#k2> 0,说明两主曲率与 n 的方向始终保持一致,外凸面为双椭圆面(或

双凸面)。而对于渐开面内凹面来说,恒有 k 1#k2 < 0,说明两个主曲率中有一个与 n 反向,由微分几何

可判定渐开面的内凹面为双曲面(或马鞍面)
[5]
。

根据曲率与曲率半径关系,由( 8)式得渐开面主曲率半径为

R1= 1P k 1 = Rbu; R2= 1P k2 = Rb cot ( u+ 7 ) + u ( 10)

4  渐开线直齿轮共轭接触点刚度系数计算

图 3 共轭接触点位置分析
Fig. 3 Position of the conjugate meshing points

图3所示为一对标准安装的渐开线直齿轮连续传动的某个

时刻,此时两齿轮齿廓接触点为 S , 已知 S 点在主动轮 1上的向

径为 rS ,则有

AS = NN 1O1 S= arccos Rb1PrS ; uS = tanAS ;

JS = PPz1 - 2( invAS - inv A) P2; N= AS - A- JS ( 11)

其中, Rb1是齿轮 1基圆半径; AS 为S 点在齿轮 1齿廓压力角; uS

是接触点S 在渐开线上的位置参数; z1 表示齿轮 1齿数; JS 是点

S 所在圆周齿厚对应圆心角一半; N是点S 所在轮齿中心线和齿

轮连心线夹角。

可见,对于进入啮合状态的轮齿来说, N和 rS 一一对应,由 N

可以判定哪一个轮齿处于啮合状态,由式( 6)或( 7)得到 7 ,然后

由( 11)式反推求出啮合点在该轮齿齿面上的位置 uS , 代入式( 9)

可求得齿轮1上 S 点两主曲率半径RSu和RSU。

齿轮 1的共轭接触点在从动齿轮2上位置在图3的 vO1O 2S

中,由余弦定理求得

O2 S= O 1O2
2
+ O1 S

2
- 2#O1O 2#O1 S#cos AS - A

( 12)

结合( 12)式和( 9)式、( 11)式即可求出接触点 S 的两个共轭点的
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曲率半径RcSu和RcSU。

将 RSu和RcSu、RSU和RcSU分别代入式( 2)、( 3)即可求出 S 点两主方向上的刚度系数。

5  双齿啮合时的刚度系数

为保证传动的连续性和平稳性,传动齿轮副的重合度 E> 1,若 S 点位于啮合线上的双齿啮合区,在

啮合线上必定同时存在另一啮合点 Sc,且两啮合点在啮合线上的距离等于基圆法向齿距 p b= PmcosA。

Sc点向径为

N 1 S = O1 S
2
- O1N 1

2
= rS

2
- R

2
b1 ; N 1 Sc= N 1S - p b ; O 1Sc= O 1Sc 2

+ O1N 1
2
( 13)

联合( 13)式和( 9)式、( 11)式可求出 Sc在齿轮 1上的主曲率半径, 同理根据( 12)式可求得其共轭啮合点

在齿轮2上的两个主曲率半径。最后利用式( 2)和式( 3)可求得 Sc点两主方向刚度系数。
此时,轮齿的啮合刚度等于两点啮合刚度的综合效果, 定义综合啮合刚度系数为

[ 6]

K = E
2

i = 1

K i ( 14)

6  球齿轮机构啮合点位置分析

和其它球面齿轮机构相同,渐开线环形齿球齿轮机构可实现空间两自由度运动传递。两个分量运

动的合成可以获得空间全方位的运动指向,称之为偏摆运动。此外, 环形齿结构还使得该机构具有自身

独特的运动形式,即机构当中一个球齿轮,可以绕另一个球齿轮的极轴作锥面转动, 或者是在保持两齿

轮空间相对姿态不变情况下,两齿轮均绕各自极轴转动
[7]
,称之为自旋运动。由文献[ 8]知道,球齿轮在

任意偏摆平面内的啮合都等同于传统渐开线直齿轮传动,也就是说当柔性手腕作偏摆运动时,球齿轮啮

合点沿环形渐开面的 u - 曲线移动。自旋运动的一个特点就是两齿轮极轴夹角保持不变,从另一个角

度来看就是,自旋时啮合点参数 u 为定值,啮合点沿渐开面 U- 曲线移动。综合上述分析就是: 偏摆运

动时,球齿轮沿渐开面 u- 曲线啮合传动;自旋运动时,球齿轮沿渐开面 U- 曲线相对滑动。

7  反向啮合点位置分析

图 4 反向啮合点位置分析
Fig. 4 Position of the inverse meshing points

受结构和齿数的限制,一对球齿轮机构的偏转角度永远不

可能达到 90b,所以球齿轮的偏摆运动只能限定在一定角度范围
内,甚至于在这一区域任意位置, 都有可能要反向偏摆, 以实现

预期的运动轨迹和状态, 这就涉及反向啮合点位置的计算问题。

如图 4所示,主动齿轮 1以角速度 X1 驱动齿轮 2,啮合点沿

啮合线N 1N 2 移动。图4所示为啮合过程某时刻,此时啮合点为

S。若此时主动齿轮 1改变转动方向,齿轮将作反向啮合, 啮合

点将变为反向啮合线 M1M2 和另一侧齿廓交点 SF。因为 S 点

位置已知, 由式( 8)可求得轮齿中心线和齿轮连心线之间的夹角

N。设 SF 点向径为rF ,则有

NM1O1 SF= arccos Rb1PrF

FF = PPz1 - 2( inv NM1O1 SF- invA) P2

N= Ac- NM1O1 SF+ FF ( 15)

解( 15)后两式,代入( 15)第一式,可得

NM1O1 SF= arctan PPz1 - N+ tanA ( 16)

rF=
Rb1

cosNM1O1 SF
( 17)
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8  计算实例

图 5 球齿轮模型
Fig. 5  Model of the spherical gears

如图 5所示球齿轮,模数 m= 3,当量齿数 z1 = z 2 =

17, 分度圆压力角 A= 20b, 齿顶高系数 h
*
= 1, 顶隙系数

c= 0125,标准中心距安装。两齿轮材料弹性模量 E1 =

E2= 2107e+ 5;泊松比 L1= L2 = 0129。
图中数字按照图 2定义的轮齿编码, 应用上述公式

分别计算球齿轮机构在偏摆运动和自旋运动时的刚度

系数, 需要注意的是式中齿数均为此处的当量齿数, 得

时变刚度曲线图 6和图7。

由图 6和图 7 可以看出, 随着球齿轮单、双齿啮合

交替, 两个方向的刚度系数都呈现周期变化, 且周期相

图 6  沿 u 向啮合时变刚度系数曲线

Fig. 6 T ime-variable- stiffness along u-curve
       

图 7 沿 U向啮合时变刚度系数曲线

Fig. 7  Time-variable- stiffness along U- curve

同。同时随着啮合点位置变化,两个方向的刚度系数有明显的时变特征。不同的是球齿轮在 u 向刚度

系数为周期性复现, 变化特征完全等同于参数相同的一对渐开线直齿轮啮合; 而 U向刚度系数, 由于轮

齿几何特征的差异, 仅仅具有周期性,刚度系数的值没有周期复现。

在偏摆角度边界位置,受球齿轮结构限制,刚度系数值有所不同。图 6曲线右端对应中凸齿最外侧

- 2号齿面驱动中凹球齿轮 2号齿面,由于没有- 3号齿面,因而两齿面始终单齿啮合直到啮合点到达

中凸球齿轮- 2号齿面齿顶, 故此处刚度系数取值异样。

9  结 论

本文对渐开线环形齿球齿轮啮合过程中的接触点刚度系数进行了研究。首先基于Hertz弹性接触

理论,定义了啮合点的刚度系数;利用微分几何相关知识,分析了球齿轮的齿面特征,得到了实时啮合点

主曲率半径计算公式;研究了重合度系数对啮合刚度的影响,结合球齿轮机构传动特点,给出了任意位

置反向啮合点的求解方法;利用所得结论求解出球齿轮机构在两种不同运动状态下的时变刚度系数;最

后计算实例结果表明,球齿轮啮合过程中刚度系数呈现典型时变特征。本文结论使得渐开线环形齿球

齿轮理论体系进一步完善,为球齿轮接触力学研究以及相关振动、噪声等特征研究提供了参考。
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