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非自治时滞抛物方程的 pullback吸引子
X

李  劲,黄建华,朱健民

(国防科技大学 理学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:研究一类具有平移指数增长函数的非自治时滞抛物型偏微分方程,证明了由方程解生成的非自

治无穷维动力系统在 L 2( 8 ) @ C ( [ - r , 0] ; L2 ( 8 ) )空间中存在 pullback 吸引子。
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Pullback Attractor of Non- autonomous Parabolic

Equations with Time Delays

LI Jin, HUANG Jian- hua, ZHU Jian-min

( College of Science, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: This paper is aimed to study the dynamics of a class of non- autonomous parabolic equation with time delays and alpha-

translation exponential external function. The existence of pullback attractor for the non- autonumous infinite-dimensional dynamical

systems generated by the non- autonomous parabolic equation with time delays is obtained in the space L2 ( 8 ) @ C( [ - r , 0] ; L2 ( 8 ) ) .

Key words: pullback attractor; A- translation exponential external function

物理、化学、生物、数学等领域中的许多问题可以用抛物型偏微分方程来描述。研究偏微分方程解

的长时间性态往往通过研究无穷维动力系统的整体吸引子、惯性流形等性质来实现, 参阅文献[ 4- 6]

等。对于非自治动力系统或随机动力系统的 pullback吸引子的性质, 参阅文献[ 7]。关于时滞抛物方程

及其动力系统研究, 参阅文献[ 1, 3, 8]等。

Rezounenko 和Wu在文献[ 1]中提出具有选择时滞的非局部 PDE模型,并在 L
2
( 8) @ L2

( - r , 0; L
2
( 8) )

空间中证明了由温和解生成的动力系统存在全局吸引子。本文研究比 Rezounenko 和Wu
[ 1]
更一般的一

类非自治时滞抛物型偏微分方程:

5 u( t , x )
5t + Au( t , x ) + bu( t , x ) = F( u t ) ( x ) + g ( t , x ) ,  x I 8

u( S, x ) = u0 ( x ) , u ( S+ H, x ) = <( H, x ) ,   HI ( - r , 0)

( 1)

受Caraballo
[ 3]
中关于 NS方程吸引子存在性证明的启发,结合 Chepyzhov 在文献[ 9]中关于平移紧函数的

性质,证明了当外力项为更加广泛的一类 A- 平移指数增长函数及时滞充分小时, 式( 1)在 L
2
( 8 ) @ C

( [ - r , 0] ; L
2
( 8) )空间中 Pullback吸引子的存在性。设 8 为R

n
上具有光滑边界的有界区域, b \0。算

子 A : D ( A ) < L 2
( 8) y L

2
( 8 )是一个线性自伴稠定算子, 并且 A

- 1
是 L

2
( 8 )上的紧算子。算子 A 的谱

是离散的正特征值 0< K1 [ K2 [ ,, Kk y ] ( k y ] ) , 其相应的特征函数记为 ek I D ( A ) , { e k }
]
k= 1 ,易知

{ ek }
]
k= 1构成Hilbert空间 L

2
( 8)的标准正交基。

记H = L
2
( 8 ) ,相应的范数为| #| ,内积为( #, #) ; V= D ( A

1
2 ) ,相应的范数为 +# + ,内积为( ( #, #) ) ,

其中( ( u, v ) ) = ( A
1
2 u, A

1
2 v ) ;其它 Banach空间 E 的范数记为+# +E ;算子范数记为 +# + op。设 A> B,

由文献[ 5]可知, D ( A
A
)紧嵌入 D ( A

B
)。记 H 的对偶空间为Hc, 则 V < H SHc< Vc, 且 Pu I V , | u | [
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K
1
2
1 +u +。记 L

2
H = L

2
( - r , 0;H ) ,范数 + u +L

2

H
= Q

0

- r
| u( H) | dH; L

2
V= L

2
( - r , 0; V ) ,范数 +u + L

2

V
=

Q
0

- r
+ u( H) +dH; CH = C( [ - r , 0] ; H ) , CV= C( [ - r , 0] ; V)。对任意的 T> S, u( S- r , T ) yH , 定义函

数 u t ( s) = u ( t+ s ) , s I ( - r , 0)。

本文假设算子 F: L
2
( - r , 0; L

2
( 8) ) yL 2

( 8)和函数 g 满足下面的条件:

(H1)对于任意常数 M> 0,都存在常数 LF, M > 0,使得对 L
2
H 中满足u, v I BL 2

H
( 0, M)的 u , v 都有

| F( u ) - F( v ) |
2 [ LF, M ( | u( t ) - v ( t ) |

2
+ +u- v +

2

L
2

H
)

(H2)存在常数 k 1 , k2 , k 3 \0使得对任意的 NI L
2
( - r, 0; L

2
( 8 ) ) , GI L

2
( 8 ) ,都有

| ( F( N) , G) L 2
( 8 ) | [ k1 + G+

2

L2 ( 8 ) + k2Q
0

- r
+N( H) +

2

L2( 8) dH+ k3 ( 2)

(H3)函数 g 是L
2
loc ( R ; L

2
( 8 ) )中的 A- 平移指数增长函数, 即对于任意的 t I R , 存在不依赖时间

t 的常数Cg 和A,使得

Q
t

t- 1
| g ( s) |

2
ds [ Cg e

A| t|

由Riesz表示定理可知, F 是从L
2
H 到H 的有界算子,即

| F( N) | = +F( N) + op = sup
| G| = 1

( F ( N) , G) [ k1 + k 2Q
0

- r
| N( H) |

2
dH+ k 3 ( 3)

注:记 L
2
b ( R ; E )为所有平移有界的函数类, 易知对任意的 A> 0, L

2
b ( R ; H )是 A- 平移指数增长函数集

合 L
2
e , A(R ; H )的真子集,且平移紧函数类 <正规函数类 <平移有界函数类< A- 平移指数增长函数类。

1  过程的存在性

定理 1
[ 10]  假设 < I L

2
H , (H1) - (H2)成立,且 g I L

2
loc ( R ,H ) ,则对于 SI R ,有

( a)若 u0 I H , 则式( 1)存在唯一的分布意义下的弱解:

u I L 2
( S- r , T ; H ) HL

2
( S, T ; V) HL

]
( S, T ; H ) HC ( [ S, T ] ;H )

( b)若 u0 I V ,那么式( 1)存在唯一的强解:

u I L
2
( S, T ; D ( A ) ) HC( [ S, T ] ; V ) ,  du

dt
I L 2

( S, T ; H )

方程是 L
2
( S, T ;H )空间中的等式,且在 H 中对于 t I [ S, T ]几乎处处成立。

假设 F 满足(H1)- (H2) , u0 I H , < I L2
H 和 SI R。那么对于任意的 g I L2

loc (R ,H ) ,定理1表明式( 1)存

在唯一的弱解 u( #; S( u0 , <) , g) ,并且对于任意的 T > S, 该弱解 u (#; S( u0 , <) , g )属于L
2
( S, T ; V ) H

C ( [ S, T ] ; H )。选取初值函数空间为乘积空间 M
2
H = H @ L

2
H , 定义 M

2
H 上的范数为

+u0 , <+2

M
2
H

= | u0 |
2
+ Q

0

- r
| <( s ) |

2
d s,  P( u0 , <) I M

2
H

于是 M
2
H 是一个 Hilbert空间。在乘积空间定义双参数映射 U( #, #) : M

2
H yM

2
H ,

U( t , S) ( u0 , <) = ( u( t ; S, ( u0 , <) , g) , u t ( #; S, ( u0 , <) , g ) ) ,  P ( u0 , <) I M 2
H , S[ t

由定理1可知, U是过程。定义算子 �U( #, #) : M
2
H y CH ,

�U( t , S) ( u0 , <) = ut (#; S, ( u0 , <) , g) ,  P ( u0 , <) I M 2
H , t \S+ r

定义线性算子: j : < I CH | y j ( <) = ( <( 0) , <) I H @ CH。则 j 是从CH 到M
2
H 的连续映射。注意到

当( u0 , <) I M
2
H , t \S+ r 时就有�U( u0 , <) I CH ,于是

U ( t , S) ( u0 , <) = j ( �U ( t , S) ( u0 , <) ) ,  P( u0 , <) I M2
H , t \S+ r

记 X 空间中的所有有界集合为 B( X ) ,则有下列引理 1及引理 2。

引理 1
[ 3]  假设 CH 中的集族{ B( t ) } t I R是算子 �U ( #, #)的关于 B(M

2
H )的 Pullback吸收集族。那么

j ( B )就是H @ CH 中过程 U( #, #)的 Pullback吸收集族。

引理 2
[ 3]  过程 U( t , S) : M

2
H yM

2
H 对于任意的S[ t 是连续的。
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2  CH 和 CV中的 pullback吸收集

记 u (#) = u(#; S, ( u0 , <) , g) ,下面证明过程族在 CH 及CV 空间中存在 pullback吸收集。

定理 2  假设( H1)和 ( H2) 成立并且 g I L
2
e, A ( R , H )。若 K1 + b> k1 + k2 r e

Ar
+

A
2 , 那么算子

�U( #, #)在CH 中存在一族吸收集{ B1 ( t ) } t I R。

证明  选取 l 0> 0充分小和 c0> a,使得 K1+ b> k1 + k2 r e
c
0
r
+
c 0

2
+ l 0。将式( 1)与 u ( t )作内积

 1
2

d
dt

| u( t ) |
2
+ +u( t ) +2

+ b | u( t ) |
2             

[ k1 | u( t ) |
2
+ k2Q

0

- r
| u( t + H) |

2
dH+ k3 +

1
4l 0

| g ( t ) |
2
+ l 0 | u( t ) |

2
( 4)

利用 Poincare不等式可得

d
dt

| u( t ) |
2
+ 2( K1 + b - k1 - l 0 ) | u( t ) |

2 [ 2k 2Q
0

- r
| u( t + H) |

2
dH+ 2k3 + 1

2l0
| g( t ) |

2

于是

d
dt ( e

c
0
t

| u( t ) |
2
) [ 2e

c
0
t

- K1 + b- k1 - l 0 -
c 0

2
| u( t ) |

2

+ k2Q
0

- r
| u ( t + H) |

2
dH+ k3 +

1
4l 0

| g( t ) |
2

从 S到 t积分得到

e
c

0
t

| u( t ) |
2

- e
c
0
S

| u ( S) |
2 [ - 2 K1 + b - k1 - l 0 -

c0

2 Q
t

S
e
c

0
s

| u ( s) |
2
ds  

+ 2k 2Q
t

SQ
0

- r
e
c
0
s

| u( s + H) |
2
dHds +

2k3

c0
( e

t
- e

S
)

+
1

2l 0Q
t

S
e
c

0
s

| g ( s) |
2
ds

注意到

Q
t

SQ
0

- r
e
c

0
s

| u( s + H) |
2
dHds [ r e

r
e
SQ

S

S- r
| u( s ) |

2
d s+ Q

t

S
e
c

0
s

| u ( s) |
2
ds

及

Q
t

S
e
- c

0
( t- s)

| g ( s) |
2
ds [ Cg E

[ t ]

i= 1
e
At- ( c

0
+ a) i

+ E
]

i = [ t]+ 1
e

- At- ( c
0
- A) i [ Cg te

At
+

1

1- e
- ( c

0
- A) e

- At

有

e
c
0
t

| u( t ) |
2
- e

c
0
S

| u( S) |
2 [ - 2 K1 + b - k1 - k2 r e

r
- l 0 -

c 0

2 Q
t

S
e
c
0
s

| u( s) |
2
ds

+ 2k2 r e
r+ S

Q
S

S- r
| u( s ) |

2
d s+

2k 3

c 0
( e

c
0
t
- e

c
0
S
)

+
1

2l 0Q
t

S
e
c
0
s

| g( s ) |
2
ds

因此

| u( t ) |
2 [ e

- c
0
( t- S)

| u0 |
2
+ 2k2 r e

- c
0
( t- S- r ) + <+2

L
2

H
+

2k3

c0
( 1- e

c
0

( t- S)
+

Cg

2l 0
te

At
+

1

1- e
- ( c

0
- A) e

- At

其中 l 0 , c 0是只依赖于 K1 , k1 , k2 , r , a 的正常数。

对于任意的 D I B( M
2
H ) , 由上式知存在 TH ( D ) > r ,使得对任意的 S< t- TH ( D ) , ( u0 , <) I D ,有

+�Ug ( t , S) ( u0 , <) +2
C
H

[
4k 3

c 0
+
Cg
l 0

te
At
+

1

1- e
- ( c

0
- A) e

- At > Q2
H
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这表明闭球 B1 ( t ) = BC
H

( 0, QH ( t ) ) = { NI CH | +N+C
H

[ QH ( t ) }是算子 �U( #, #)的吸收集。 t

定理 3  在定理 2的假设下,若 k1< 1,则算子 �U (#, #)在 CV 中存在一族吸收集{B 2 ( t ) } t I R。

证明  首先对Q
t

t- 1
+u ( s) +

2
ds 作估计。由式( 4) 得到

1
2

d
dt

+u( t ) +2
+ ( 1+ ( k1 + l 0 ) K

- 1
1 ) +u( t ) + 2 [ k2Q

0

- r
| u( t + H) |

2
dH+ k3 +

1
4l0

| g( t ) |
2

( 5)

对式( 5)从 t- 1到 t积分可得

 1
2 ( | u( t ) | - | u ( t - 1) | + ( 1 + ( k 1 + l 0 ) K

- 1
1 )Q

t

t- 1
+u ( s) +

2
d s

[ K 2Q
t

t- 1Q
0

- r
| u( s + H) |

2
dHds + k 3 +

1
4l 0Q

t

t- 1
| g ( s) |

2
ds

整理得到

      ( 1 + ( k 1 + l 0 ) K
- 1
1 )Q

t

t- 1
+u( s ) +2

ds

[ k 2r sup
s I [ t+ 1, t- S]

| u ( s) |
2
+ k3 +

1
4l 0Q

t

t- 1
| g( s ) |

2
d s+

1
2

| u( s ) |
2

因此,存在 TH ( D ) ,使得对于任意的 S< t- TH ( D ) ,都有

Q
t

t- 1
+u( s) +2

d s [ 1

1+ ( k1 + l 0 ) K
- 1
1

k2 r +
1
2 Q

2
H + k 3 +

1
4l 0Q

t

t- 1
+g ( s) +2

ds > IV ( t ) ( 6)

设 D I B(M
2
H )。选取 l 1> 0使得 k 1+ l 1< 1。类似于文献[ 4]中引理1112的计算,将方程与 Au ( t )作内

积得

   1
2

d
dt

+u ( t ) +2
+ | Au( t ) |

2
+ b +u( t ) + 2

[ k1 | Au( t ) |
2
+ k2Q

0

- r
| u ( t + H) |

2
dH+ k3 +

1
4l 1

| g( t ) |
2

+ l 1 | Au( t ) |
2

得到

d
dt

+u( t ) +2 [ d
dt

+ u( t ) +2
+ 2( 1 - k 1 - l 1 ) | Au( t ) |

2  

[ 2k2Q
0

- r
| u( t + H) |

2
dH+ 2k3 +

1
2l 1

| g( t ) |
2

( 7)

由定理2和不等式( 6)知道, 存在 TH ( D )使得| u ( t ) | [ QH ( t )和Q
t

t- 1
+u( s ) +2

ds [ IV ( t )对所有的 S< t

- TH ( D )成立。对不等式( 7)关于 t 在区间[ s, t ]上积分得到

+ u( t ) +2
- +u( s ) +2 [ 2k 2Q

t

sQ
0

- r
| u( s + H) |

2
dH+ 2k3 ( t - s ) +

1
2l 1

| g ( s) |
2
ds

对 s 在区间[ t- 1, t ]上积分得

+u ( t ) +2 [ Q
t

t- 1
+u( s ) +2

ds + 2k2Q
t

t- 1Q
0

- r
| u( s + H) |

2
dH+ 2k3 +

1
2l 1Q

t

t- 1
| g( s ) |

2
ds

[ I V( t ) + 2k 2rQ
2
H ( t ) + 2k 3 + 1

2l 1Q
t

t- 1
| g ( s) |

2
ds ,  S< t - TH ( D )

故

+�Ug ( t , S) ( u0 , <) +
2

C
V

[ max
GI [ t- r, t]

{ I V ( G) + 2k2 rQ
2
H ( G) + 2k 3 +

1
2l 1Q

G

G- 1
| g ( s) |

2
ds } > Q

2
V( t )

这表明{ B2 ( t ) } t I R是算子 �U (#, #)的吸收集,其中 B2 ( t ) = BC
V
( 0, QV ( t ) )。 t

3  Pullback吸引子的存在性

定理 4  假设非线性项 F 满足条件( H1) - (H2) ,并且 g I L
2
e, A( R , H )。若 K1 + b> k 1+ k2 r e

Ar
+
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A
2

, k1 < 1,则过程 U (#, #)存在 Pullback吸引子{AM2

H
( t ) } t I R ,并且对任意的 t I R , AM

2

H
( t ) < H @ CH。

证明  对于任意的 t I R ,构造集合

B 3 ( t ) = G
< I B

2
( t)
U( t , t- r ) j ( <)

则 B3 ( t )是算子 �U( #, #)在 CV 中的有界吸收集并且一致有界。记 u ( #; S, j ( <) , g )为 u ( #)并设 H2>

H1 , 有

 | �U( t , t - r ) ( j ( <) ) ( H1 ) - �U ( t , t - r) ( j ( <) ) ( H2 ) | = | u( t + H1 ) - u( t + H2 ) |

[ Q
t+ H

2

t+ H
1

( | Au( s ) | + b | u( s ) | + | F ( us ) | + | g ( s) | ) d s

其中 H1 , H2 I [ - r , 0] , < I B2 , g I L
2
e , A( R , H )。对上式右端四项分别作估计:

i)对于 g I L
2
loc ( R ,H ) ,根据 Lebesgue积分在有限区间[ t- r , t ]上绝对连续性,对任意的 t I R ,有

Q
t+ H

2

t+ H
1

| g( s ) | d s y 0,  ( H1 y H2 )

ii)由式( 7)得

( 1- k1 - l 1 )Q
t+ H

2

t+ H
1

| Au( s ) |
2
ds [ k2Q

0

- rQ
t+ H

2

t+ H
1

| u( s+ H) |
2
dsdH+ k3 ( H2 - H1 ) + 1

4l1Q
t+ H

2

t+ H
1

| g( s ) |
2
ds

[ k2 rQ
2
H ( H2 - H1 ) + k3 ( H2 - H1 )

因此

Q
t+ H

2

t+ H
1

| Au( s ) | d s [ ( H2 - H1 )
1
2 # Q

t+ H
2

t+ H
1

| Au( s) |
2

1
2

y 0,  ( H2 y H1 )

iii)易知

Q
t+ H

2

t+ H
1

b | u( s) | ds [ bQH | H2 - H1 |

iv)由式( 3)得

Q
t+ H

2

t+ H
1

| F ( u s ) | ds [ Q
t+ H

2

t+ H
1

k1 + k 2Q
0

- r
| u( s + H) |

2
dH+ k3 dH

[ ( k 1 + k 2rQ
2
H + k 3 ) ( H2 - H1 )

综上所述, 当 H2 yH1 时, | u ( t+ H1 ) - u( t + H2 ) | y 0对所有的 < I B 2 ( t )成立,即 B3 ( t )等度连续。

由Ascol-i Arzela定理, B 3 ( t )是 CH 中的预紧集。故 �B 3 ( t )是算子 �U ( #, #)在 CH 中的紧的吸收集。令

�B3 ( t ) = j (�B 3 ( t ) )。由于H @ CH <M
2
H 并且嵌入映射是连续的,故 �B 3 ( t )是 M

2
H 中的紧集。根据引理1,

�B3 ( t )是过程 U( #, #)在 M
2
H 中的紧吸收集。根据文献[ 3]中定理 5, 过程 U(#, #)在 t 时刻存在 Pullback

吸引子 AM2
H

( t ) ,并且对于任意的 t I R , AM2
H

( t ) < H @ CH ,证毕。

t
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