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基于条件熵的不完备信息系统属性约简算法
X

滕书华,周石琳,孙即祥,李智勇
(国防科技大学 电子科学与工程学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:在相容关系下定义了三种不完备条件熵 ) ) ) Hc条件熵、Ec条件熵和 Ic条件熵, 并对它们的性质

进行了分析比较,研究发现, Hc条件熵和 Ic条件熵不适用于相容关系下信息观点的约简。利用 Ec条件熵刻画

信息系统中属性的相对重要性,设计了一种新的基于信息论观点的启发式约简算法, 它统一了完备信息系统

与非完备信息系统中的约简方法。通过实例说明,该算法能得到决策表的相对约简。
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Attribute Reduction Algorithm Based on Conditional

Entropy under Incomplete Information System
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Abstract: Knowledge reduction is an important issue in data mining. This paper focuses on the problem of attribute reduction in

incomplete decision tables. Three types of incomplete conditional entropy are introduced based on tolerance relation, such as Hc

conditional entropy, Ec conditional entropy, and Ic conditional entropy, which are proved to be an extension of the concept of

conditional entropy in incomplete decision tables. Compared with Hc and Ic conditional entropy, Ec conditional entropy decreases

monotonously with the amount of attributes. Based on Ec conditional entropy, a new reduced definition is presented, which integrates the

complete and incomplete information systems into the corresponding reduced algorithm. Finally, the experimental result shows that this

algorithm can find the reduct of decision tables.
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属性约简是粗糙集理论核心,但已证明寻找信息系统最小属性约简是 NP-hard 问题。实际应用中

往往采用启发式约简算法搜索最优或次优约简。目前有基于代数观点
[ 1]
和基于信息观点

[ 2- 5]
等启发式

约简算法。在基于信息量的约简算法中,定义了多种条件熵来度量信息系统的协调程度: 王国胤等
[ 5]
对

粗糙集理论的代数观点和信息观点进行比较,并把 Shannon条件熵(本文中称为H 条件熵)作为启发信

息设计了一种启发式约简算法;梁吉业等
[ 6]
扩展了 Shannon 熵, 提出了一种具有补的性质的信息熵, 并

给出了相应的条件熵(本文称之为 E 条件熵) , 文献[ 7]以此条件熵为启发知识设计了一种启发式约简

算法;文献[ 8]提出了条件信息量(本文称之为 I 条件熵)的概念,并据此给出了一种新的启发式约简算法。

以上基于三种不同条件熵的启发式约简算法都是针对完备信息系统的,但现实中信息的不完备(对

象的属性值缺损)现象广泛存在,对不完备信息系统的研究受到广泛的关注
[ 9- 11]

。特别是有时我们并不

知道要处理的信息系统是否完备, 并且在数据分析处理和约简过程中经常要把不完备信息系统转换为

完备信息系统, 希望对不完备信息系统的约简算法也适合完备信息系统。因此构造完备和不完备信息

系统的统一约简算法具有重要的现实意义,但相关的启发式约简算法的研究还比较匮乏。本文首先给

出三种条件熵在相容关系下的表达式, 并对其性质进行了分析, 研究发现 E 条件熵的不完备形式可应

用于不完备系统的信息观点约简, 而其他两种条件熵的不完备形式则并不适用于不完备系统的信息观
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点约简。最后利用 E 条件熵的不完备形式构造了一种完备和不完备信息系统的统一约简算法。

1  完备信息系统中的三种条件熵及其性质

起源于经典热力学的熵,用来度量系统的无序程度。而 Shannon熵则被广泛应用于不确定性度量。

在信息系统中, 许多学者
[ 5, 7- 8]

引进 Shannon熵或其变形来度量知识的信息粒度,进而反映知识的不确定

性。下面给出现有文献中基于等价关系的三种条件熵的定义:

完备信息系统 S = ( U, A )中, Q , P AA , 令等价关系 IND( P )和 IND( Q )对应的划分为 UPP= { X1 ,

X 2 , ,, X m}和 UPQ= { Y1 , Y2 , ,, Yn } ,则:

( 1)知识 Q 关于知识P 的H 条件熵
[ 5]
为:

H ( Q P) = - E
m

i= 1
p ( X i ) E

n

j= 1
p ( Yj | X i ) log 2p ( Yj | X i )

其中, p ( X i ) = X i P U , p ( Yj | X i ) = Yj HX i P X i , 符号 X 表示集合X 的势。

( 2)知识 Q 关于知识P 的E 条件熵
[ 7]
为:

E ( Q P ) = E
m

i= 1

p ( X i )
2

E
n

j= 1

p ( Yj | X i ) [ 1- p ( Yj | X i ) ]

( 3)知识 Q 关于知识P 的 I 条件熵
[12]
为:

I ( Q P ) = E
m

i= 1
p ( X i ) E

n

j= 1
p ( Yj | X i ) [ 1- p ( Yj | X i ) ]

从式( 1) ~ ( 3)可看出, H 条件熵中的对数表达式 log 2 x 若替换为x - 1,则可得 I 条件熵, 而 I 条件

熵表达式再乘以 p ( X i ) , 则可得 E 条件熵。因 log 2x [ x- 1,且 p ( X i ) [ 1, 从而可得三种条件熵的大小

关系为H ( Q P) \I ( Q P) \E( Q P )。此外,三种条件熵还有以下性质:

性质 1(单调性)  完备决策表 S= ( U , C , D )中, 若 P A C,则有: ( 1)
[5]
H ( D C) [ H ( D P ) ; ( 2)

[ 7]

E ( D C ) [ E( D P ) ; ( 3)
[ 8]
I ( D C) [ I ( D P )。

性质 1表明三种条件熵都随条件信息粒度的变小而变小,即在决策粒度不变的条件下,条件信息粒

度越小,则系统协调程度越高, 因此三种条件熵都很好地度量了系统的协调程度,这种协调程度的度量

能力使得三种条件熵都能够应用于完备信息系统的属性约简
[ 5,7- 8]

。

2  不完备条件熵及其性质

上节给出的三种条件熵都是基于等价关系的,不适合处理不完备信息系统。梁吉业等
[ 13]
扩展了等

价关系下的两种信息熵, 在相容关系下给出了两种不完备信息熵,即

Hc( P) = - E
U

i= 1

1
U

log 2
SP ( ui )

U
,  Ec( P ) = 1- E

U

k= 1

SP ( uk )

U
2

并证明了相容关系下的信息熵 Hc( P )和 Ec( P )分别是等价关系下的信息熵 H ( P )和 E( P )的扩展,但

作者并没有给出相容关系下对应的条件熵。我们基于相容关系定义三种条件熵,并证明相容关系下的

三种条件熵分别是等价关系下三种条件熵的扩展。

不完备信息系统 S= ( U , A )中, Q , P AA ,根据相容关系下的信息熵给出相容关系下三种不完备条

件熵的定义。

定义 1  知识 Q关于知识P 的Hc条件熵为:

Hc( Q P) = Hc( Q G P ) - Hc( P) = - E
U

k= 1

1
U

log 2

SQ ( uk ) H SP ( uk )

SP ( uk )
( 1)

定义 2  知识 Q关于知识P 的Ec条件熵为:

Ec( Q P) = Ec( Q G P) - Ec( P) = E
U

k= 1

SP ( uk ) - SQ ( uk ) H SP ( uk )

U
2 ( 2)

仿照等价关系下 I 条件熵表达式与H 条件熵和E 条件熵表达式之间的关系, 直接给出相容关系下
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不完备 Ic条件熵的定义:

定义 3  知识 Q关于知识P 的Ic条件熵为:

Ic( Q P ) = E
U

k= 1

1
U

1 -
SQ ( uk ) H SP ( uk )

SP ( uk )
( 3)

从三种不完备条件熵的表达式可知,式( 1)中的对数表达式 log 2x 若替换为 x - 1, 则可得到式( 3) ,

而式( 3)乘以 SP ( uk ) P U 则可得式( 2) , 显然三种不完备条件熵表达式间的关系和完备条件熵一样,

并且也有 Hc( Q P) \Ic( Q P ) \Ec( Q P )。下面给出三种不完备条件熵的其他性质:

定理 1(极值性)  ( 1) 0 [ Ec( Q P ) [ 1-
1
U

; ( 2) 0 [ Ic( D P ) [ 1-
1
U

; ( 3) 0 [ Hc( Q P ) [

log 2 U 。

定理 1给出了三种条件熵极值, 三个不等式中右等号成立的条件为:当且仅当对 Px I U,有 SP ( x )

= U且SQ ( x ) = { x } ; 左等号成立的条件为:当且仅当 UPSIM ( P ) A UPSIM( Q )。

定理 2  如果信息系统 S = ( U, A )是完备的, Q , P AA ,则( 1)Hc( Q P ) = H ( Q P ) ; ( 2) Ec( Q P)

= E( Q P) ; ( 3) Ic( Q P ) = I ( Q P )。

证明  由于等价关系是相容关系的一种特殊情况,因此如果 S 是完备信息系统, 则等价关系下的

等价类和相容关系下的相容类有如下关系: SP ( uk ) = uk P。令 UPQ= { Y1 , Y2 , ,, Yn }和 UPP= { X1 ,

X 2 , ,, X m} ,则对 Puk I X l , X l A UPP, 都有 SP ( uk ) = X l ,对 Puk I Yt , Yt AUPQ ,都有 SQ ( uk ) = Yt。因

此有:

( 1)Hc( Q P ) = -
1
U E

m

i= 1
E
n

j= 1
E

u
k

I Y
j

HX
i

log 2
SQ ( uk ) H SP ( uk )

SP ( uk )

= - 1
U E

m

i= 1
E
n

j= 1

Yj H X i log 2

Yj H X i

X i

= - E
m

i= 1
p ( X i ) E

n

j= 1
p ( Yj | X i ) log 2 p ( Yj | X i ) = H ( Q P )

( 2) Ec( Q P) = E
m

i = 1
E
n

j= 1
E

u
k

I Y
j

HX
i

SP ( uk ) - SQ ( uk ) H SP ( uk )

U
2

= E
m

i = 1
E
n

j= 1

Yj H X i @
X i - Yj H X i

U
2

= E
m

i = 1
p ( X i )

2 E
n

j = 1
p ( Yj | X i ) 1 - p ( Yj | X i ) = E ( Q P )

( 3) Ic( Q P ) =
1
U E

m

i = 1
E
n

j= 1
E

u
k

I Y
j

HX
i

SP ( uk ) - SQ ( uk ) H SP ( uk )
SP ( uk )

=
1
U E

m

i = 1
E
n

j= 1

Yj H X i @
X i - Yj H X i

X i

= - E
m

i= 1
p ( X i ) E

n

j= 1
p ( Yj | X i ) 1- p ( Yj | X i ) = I ( Q P )

定理 2说明三种不完备条件熵是等价关系下的三种条件熵在相容关系下的扩展, 即在完备信息系

统中不完备条件熵和完备条件熵是等价的。

定理 3(单调性)  不完备决策表 S = ( U, C , D )中,若 P AC ,则 Ec( D C) [ Ec( D P ) , 等号成立

的条件为对Puk I U, { SP ( uk ) - SC ( uk ) } ASD ( uk )。

证明  因为 P AC ,则对 Puk I U,有 SC ( uk ) ASP ( uk ) ,且 SD ( uk ) HSC ( uk ) ASD ( uk ) HSP ( uk ) , 即

SC ( uk ) [ SP ( uk ) , SD ( uk ) HSC ( uk ) [ SD ( uk ) HSP ( uk ) ,所以

Ec( D P ) - Ec( D C) = E
U

k= 1

SP ( uk ) - SC ( uk ) - SD ( uk ) H SP ( uk ) - SD ( uk ) H SC ( uk )

U
2
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= E
U

k= 1

SP ( uk ) - SC ( uk ) - SD ( uk ) H [ SP ( uk ) - SC ( uk ) ]

U
2 \ 0

当且仅当对Puk I U, { SP ( uk ) - SC ( uk ) } ASD ( uk )时取等号。

定理 3说明 Ec条件熵和E 条件熵类似, 也具备单调性,即能够很好地反映信息系统的协调程度,但

尽管在等价关系下H 条件熵和I 条件熵都是单调的,可是在相容关系下 Hc条件熵和Ic条件熵却不具备
单调性,不能用来度量信息系统的协调程度。

3  基于 Ec条件熵的前向添加约简算法

本节把完备信息系统中信息观点约简定义扩展到相容关系下的不完备信息系统,构造一种基于 Ec

条件熵的前向添加启发式约简算法,从而统一完备和不完备信息系统的属性约简。

311  不完备信息系统中基于信息观点的属性重要性度量及相对约简

定义 4  不完备决策表 S = ( U, C, D )中, Q I C ,对任意 q I C- Q 的属性重要性为SGF ( q, Q , D )

= Ec( D Q ) - Ec( D Q G { q } )。

定义 4表明属性 q 关于属性集Q的重要性由Q 中添加 q 后引起的信息量的变化大小来度量, 由定

理3可知,向属性集 Q 中不断添加属性 q 得到的条件信息量Ec( D Q G { a} )的变化规律呈递减性。因

此 SGF ( q, Q , D )值越大, 说明在已知 Q 的条件下属性 q 对于决策D 越重要。

定义 5  不完备决策表 S = ( U, C, D )中, Q I C , Q 为C 的D 约简当且仅当 Pq I Q , Ec( D Q ) X

Ec( D Q- { q } )且 Ec( D Q ) = Ec( D C )。

由定义 4和定义 5可知, 相容关系下的不完备信息系统中基于信息观点的属性重要性度量和相对

约简的定义与完备信息系统中的定义
[ 5]
一致, 但由于 Ec条件熵对完备和不完备信息系统都适用,因此

本文的约简算法对完备和不完备信息系统的属性约简都适用。

312  约简算法步骤

相容关系下基于 Ec条件熵前向添加约简算法( Ec-FARCE)具体步骤如下:

输入:完备或不完备决策表 S = ( U, C, D ) ;  输出:该决策表的一个相对约简 Q。

Step 1  令 Q= <, T = C, 求 Ec( D ; C) ;

Step 2  计算 SGF ( ak , Q , D ) = max
a
i

I T
SGF ( a i , Q , D ) , 1 [ i [ T , 若有多个属性都达到最大值,则从

中选取一个与 Q组和数最少的属性作为ak , 令 Q= Q G ak , T= T- { ak } ;

Step 3  若 Ec( D Q ) = Ec( D C ) ,则转 Step 4,否则转 Step 2;

Step 4  最终的 Q 即为所求约简。

4  实 验

对于完备信息系统的约简,由于 Ec条件熵和E 条件熵等价, 因此可参考文献[ 7]中的基于 E 条件

熵的完备信息系统约简算法。下面仅在不完备信息系统中验证本文算法和结论。

表1
[ 9]
描述了一个关于小汽车的不完备决策表, Price,Mileage, Size和Max-Speed是条件属性, 分别用

字母 P , M , S 和X 来代替, d 是决策属性。从表 1 可知, U= { 1, 2, 3, 4, 5, 6} , C= { P, M , S , X } , D =

{d} , UPSIM ( D ) = { SD ( 1) , SD ( 2) , ,, SD ( 6) } ; 条件属性集 C 对论域的分类为 UPSIM ( C ) = { SC ( 1) ,

SC ( 2) , ,, SC ( 6) } ,其中, SC ( 1) = { 1} , SC ( 2) = { 2, 6} , SC ( 3) = { 3} , SC ( 4) = { 4, 5} , SC ( 5) = { 5, 4, 6} ,

SC ( 6) = { 6, 2, 5} ; 令 O= {S , X } , 则 O 对论域的分类为 UPSIM ( O ) = { SO ( 1) , SO ( 2) , ,, SO ( 6) } ,其中,

SO ( 1) = SO ( 2) = { 1, 2, 6} , SO ( 3) = { 3} , SO ( 4) = SO ( 5) = { 4, 5, 6} , SO ( 6) = { 6, 1, 2, 4, 5}。因此, Ec( D

O ) - Ec( D C ) = 0。显然,对P uk I U, {SO ( uk ) - SC ( uk ) } ASD ( uk ) ,满足定理 3中取等条件, 所以上

式等于 0, 但对于Hc条件熵和 Ic条件熵,则有 Hc( D O ) - Hc( D C ) = 1
6

log 2
5
8

< 0, Ic( D O ) - Ic( D
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C ) = -
1

20
< 0,说明对于 O AC, Hc( D O ) < Hc( D C) , Ic( D O ) < Ic( D C) ,因此,Hc条件熵和 Ic条

件熵不满足单调性, 验证了定理 3的正确性。由于 Ec-FARCE是建立在条件熵单调性基础上,因此在不

完备决策表中Hc条件熵和 Ic条件熵(不具备单调性)不能度量信息系统协调程度,从而不能用于信息观

点的约简。

表 1 非完备汽车表

Tab. 1  Incomplete car table

Car Price M ileage Size Max- speed d

1 high low full low good

2 low - full low good

3 - - compact low poor

4 high - full high good

5 - - full high excellent

6 low high full - good

  利用 Ec-FARCE算法求表1的约简过程如下:

Step 1  令 Q= <, T = C, 求 Ec( D C) = 0111;

Step 2  计算 SGF ( ak , Q , D ) = max
a
i

I T
SGF ( a i , Q , D ) , SGF ( M , D ) = SGF ( P , D ) = 0, SGF ( X , D ) =

0122, SGF ( S , D ) = 0128,选出属性 ak= S 作为属性约简的第一个属性,令 Q= Q G ak , T = T- S= { P,

M , X } ,由于 Ec( D S) > Ec( D C) ,转 Step 2c;

Step 2c  SGF( P , Q , D ) = SGF (M , Q , D ) = 0, SGF ( X , Q , D ) = 0111,选出属性 ak = X 加入约简集合

Q= Q G X= { S, X }。因为 Ec( D Q ) = 0111= Ec( D C) , 从而算法终止, 得到最终约简 Q= { S, X }。算

法得到的结果与文献[ 9]用区分函数得到的结果一致。通过上面的实例分析可以看出,算法 Ec-FARCE

能找到不完备信息系统的最小约简。

5  结 论

现有的粗集理论中基于信息观点的约简都是基于完备信息系统的。本文在相容关系下定义了三种

不完备条件熵( Hc条件熵、Ec条件熵和 Ic条件熵) ,并证明了在完备系统中三种不完备条件熵与完备条

件熵等价。Ec条件熵可用于不完备系统信息观点的约简,而 Hc条件熵和Ic条件熵(不具备单调性)则不

能用于不完备系统约简。以 Ec条件熵为启发知识提出了完备和不完备信息系统统一约简算法, 实例说

明该算法能找到决策表的相对约简。
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