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关于半鞅的可料表示性
X

屈田兴,金治明
(国防科技大学 理学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:利用鞅空间 H1 的泛函表示定理、泛函分析中的Hahn-Banach定理、半鞅向量随机积分的 Girsanov

定理,获得了半鞅可料表示性的特征。由于使用的是半鞅的向量随机积分,它推广了经典的结论。
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On the Semi-martingale Predictable Representation
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Abstract: The characteristics for sem-i martingale predictable representation are obtained ( theorem2. 2) , which is derived from the

functional representation theorem in martingale space, theHahn-Banach theorem in functional analysis, and the Girsanov theorem for the

sem-i martingale vector stochastic integral. In light of the sem-i martingale vector stochastic integral used, this method is a generalization

of the classical result.
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半鞅的可料表示性不仅是随机分析的一个重要内容, 而且对于金融市场完备性与期权定价理论的

研究有着积极意义
[ 3, 5, 12]

。然而运用向量随机积分对半鞅可料表示性的研究, 其理论性更强, 理论与应

用价值更高,所以运用向量随机积分对半鞅可料表示性的探讨是十分有意义的。主要结论定理 6使用

半鞅向量随机积分给出了半鞅可料表示性的刻画。由于半鞅按分量的随机积分是半鞅向量随机积分的

特款,定理 6推广了经典的结果。

1  预备知识

设( 8 , F , F , P )是带滤基完备概率空间,滤基F = ( F t ) t \0满足通常条件, 且 F ] = F 。以下总以

( 8 , F , F , P )作为基本空间, 且所涉及的随机积分是指向量随机积分
[ 3]
。用 M , S , S

d
分别表示一致

可积鞅、一维半鞅与 d 维半鞅的全体。对 X I S d
( P ) , 用 L ( X ; P)表示关于 P 在半鞅向量随机积分意

义下对X 可积的d 维可料过程的全体。若H I L ( X ; P ) , 则相应的随机积分记为( P) H #X。如果问题

只涉及概率测度 P , 则上述记号中的 P 可省略, 例如这时 S ( P )就简记为 S。

定理 1
[ 1]
(半鞅向量随机积分的Girsanov定理)  设 X I S d

( P ) , H I L ( X ; P )。若概率测度 Q 关于

P 局部绝对连续, 则 X I S
d

( P ) , H I L ( X ; P ) , 且( P )H #X 与( Q) H #X 是Q- 无区别的。

在泛函分析中有一个简单结果: 设 A , B 是赋范线性空间E 的闭子空间, 且 A , B 中至少有一个是

有限维的, 则代数和 A + B= { x + y | x I A , y I B }是 E 的闭子空间。由于鞅空间 H
1
是 Banach空

间
[ 4]
, 利用它可直接得到关于 H

1
的稳定子空间

[ 3]
的一个有用性质。

定理 2  设 K , L都是 H
1
的稳定闭子空间。如果 K , L中至少有一个是有限维的, 则 K+ L

也是 H
1
的稳定闭子空间。
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定理 3
[ 3]  设 X 是d 维半鞅, 记 L 0 ( X ) = {H#X | H I L ( X ) } , 则空间

L
1
0 ( X ) = L0 ( X ) HH 1

= {H #X |H I L ( X ) , H #X I H 1
}

是鞅空间 H
1
的稳定闭子空间。

证明  设( H n )是一列关于 X 可积的可料过程, ( H n#X ) < L 1
0 ( X )。如果 H n#X

H 1

Z , 则 H n#X
S

Z。进而由 L 0 ( X )是一维半鞅拓扑空间的闭子空间
[ 7]
得出, 存在 H I L ( X ) ,使 Z= H #X ,故 Z I

L
1
0 ( X )。因此 L

1
0 ( X )是 H

1
的闭子空间。其次, 若 S是停时, A I F 0 , M I L1

0 ( X ) , 记 M = H #X , 则

IAM
S
= ( IAHI=0, S> ) #X I L

1
0 ( X )。因此 L

1
0 ( X )是鞅空间 H

1
的稳定子空间。 t

定理 4
[ 3]  设 X 是d 维半鞅, 记 L ( X ) = { x+ H #X | x I R,H I L ( X ) } , 则空间

L
1
( X ) = L ( X ) HH 1

= { x+ H #X | x I R, H I L ( X ) ,H #X I H 1
}

是鞅空间 H
1
的稳定闭子空间。

证明  令 K是 H
1
中恒等于常数的过程的全体, 则 K显然是 H

1
的一维稳定子空间。于是由定

理2、定理 3以及 L
1
( X ) = K+ L

1
0 ( X )得出结论。 t

评注 1  定理 4的证明与文献[ 3]中的证明相比, 不仅方法不同, 并且简单得多。

2  主要结果

本节总设 F 0是由 F 中 P 零集的全体生成的R代数, X= ( X
1
, ,, X

d
)是 d 维半鞅。

定义 1  ( 1)称关于 P 绝对连续(相应地, 局部绝对连续)的概率测度 Q 为关于X 绝对连续的鞅测

度(相应地, 局部绝对连续的鞅测度) , 如果 X I M d
( Q )。

(2)称关于 P 绝对连续(相应地, 局部绝对连续)的概率测度 Q 为关于X 绝对连续的局部鞅测度

(相应地, 局部绝对连续的局部鞅测度) , 如果 X I M d
loc ( Q )。

定义 2  称概率测度 Q为关于X 绝对连续(相应地, 局部绝对连续)的鞅变换
[ 3, 9- 11]

测度, 如果 Q

关于P 绝对连续(相应地, 局部绝对连续) , 并且 X 在Q 下是鞅变换。

下面的概念是文献[ 3]中关于半鞅可料表示性概念在形式上的推广。

定义 3  设 Q 是关于P 局部绝对连续的概率测度, 称 d 维半鞅X 在 Q 下具有可料表示性, 如果

M loc ( Q ) < L ( X ; Q ) , 其中 L ( X ; Q ) = { x + ( Q )H #X | x I R, H I L ( X ; Q ) }。也就是说, 对于任意的

一维 Q局部可积鞅M , 存在在 Q下关于X 可积的d 维可料过程H , 使得对一切 t \0, 都有

Mt = M 0+ ( Q ) ( H#X ) t ,  Q- a. s .

定理 5(半鞅可料表示性的刻画)  设 Q 是关于d 维半鞅X 局部绝对连续的鞅变换测度,则下述条

件等价:

( 1) L
1
( X ; Q ) = H

1
( Q ) , 其中 L

1
( X ; Q ) = L ( X ; Q ) H H1

( Q ) ;

( 2) X 在Q 下有可料表示性;

( 3) M
]
( Q ) < L ( X ; Q)。

证明  ( 1) ] ( 2) : 设( 1)成立, 则对于任意的 M I H1
( Q ) , M I L 1

( X ; Q )。于是存在 x I R, H I

L ( X ; Q ) , 使得 M = x+ ( Q ) H #X。注意到 M loc ( Q ) = ( H
1
( Q ) ) loc , 用拼贴的方法就可推出上式对 M

I M loc ( Q )成立。因此 X 在Q 下有可料表示性。

( 2) ] ( 3)是明显的。
( 3) ] ( 1) :设 N I H 1

( Q) , 则由有界鞅全体 M
]
( Q )是 H

1
( Q )的稠密子空间

[ 4]
得出, 存在一列

( N
n
) < M ]

( Q ) , 使 N
n
- N H1

( Q) y 0。然而由( 3)可知, ( N
n
) < L ( X ; Q )。于是( N

n
) < L 1

( X ; Q ) ,

故由定理 4得出, N < L ( X ; Q )。因此( 1)成立。 t

引理 1  设 Q 是关于P 局部绝对连续的概率测度, 则在 F0 上 Q= P , 即 Q | F
0
= P | F

0
。进而对任

意的 F 0可积的随机变量 f , 都有 EQ [ f ] = EP [ f ]为常数。

证明  由于 F 0 是由 P 零集全体生成的R代数, 所以对任意的 A I F 0 , 都有 P ( A ) = 0或 1。如果
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P ( A ) = 0,则 Q ( A ) = 0; 如果 P( A ) = 1, 则 P ( A
c
) = 0, 于是 Q ( A

c
) = 0, 从而 Q( A ) = 1。因此 Q | F

0
=

P | F
0
。后一结论是显然的。 t

定理 6(半鞅可料表示性的刻画)  设关于 d 维半鞅X= ( X
1
, ,, X

d
)存在等价鞅变换测度 Q , 则下

述条件等价:

( 1)关于 X 存在唯一的局部绝对连续的鞅变换测度;

( 2)关于 X 存在唯一的绝对连续的鞅变换测度;

( 3)关于 X 存在唯一的等价鞅变换测度;

( 4) X 在Q 下有可料表示性。

证明  ( 1) ] ( 2) ] ( 3)是明显的。以下不妨设 X 0= 0。

( 3) ] ( 4) :设关于 X 存在唯一的等价鞅变换测度, 则该测度就是 Q。下证 X 在 Q 下有可料表示

性。由定理5, 只要证

L
1
( X ; Q) = H

1
( Q ) ( 1)

假若不然, 则由定理 3得出, L
1
( X ; Q)是 H

1
( Q )的真闭子空间。由 H

1
( Q )的对偶空间与BMO ( Q)

的关系
[ 4]
以及 Hahn-Banach定理, 存在N I BMO ( Q ) , N X 0, 使

EQ ( [ M , N ] ] ) = 0,  M I L 1
( X ; Q ) ( 2)

注意到BMO< M ]
loc以及N X 0, 存在停时 S使得

N
S I M]

,  N
S X0 ( 3)

由文献[ 4]中定理 7117(局部鞅基本定理)、定理 614及定理 6128得出
EQ ( M ] N

S
] ) = EQ ( [ M , N

S
] ] )

而

[ M , N
S
] = [M , N ]

S
= [M

S
, N ]

由上述两式、定理 3及式( 2)知

EQ ( M ] N
S
] ) = EQ ( [M

S
, N ] ] ) = 0,  M I L1

( X ; Q ) ( 4)

注意到 F0是由所有 P- 零集生成的 R- 代数以及 Q与 P 等价, 推出对任意A I F 0 , 都有 IA I L 1
(X ; Q) ,

从而由式( 4)得到

EQ ( IAN
S
0 ) = EQ ( IAN

S
] ) = 0

故N
S
0= 0, a. s , 由此得出 N 0= N

S
0= 0, a. s , 令

Z t= 1+
N

S
t

2 N
S

M ]
( Q)

则

1
2

[ Z [ 3
2
,  EQ ( Z t ) = EQ ( Z0 ) = 1 ( 5)

EQ ( Z ] M ] ) = 0,  M I L 1
( X ; Q ) ( 6)

由 Q 是关于X 的等价鞅变换测度得出, 存在严格正的一维可料过程 U与d 维 H
1
( Q )鞅 Y= ( Y

1
, ,,

Y
d
) , 使得

UI L ( Y
i
; Q ) ,  X

i
= ( Q ) U#Yi

,  i= 1, ,, d

进而由文献[ 3]中定理 417得出 L
1
( X ; Q ) = L

1
( Y; Q )。因此 L

1
0 ( X ; Q ) = L

1
0 ( Y; Q )。令测度 �Q 为

d�Q
dQ

= Z ] , 则由式( 5)得出 �Q 是与Q 等价的概率测度。对 0 [ u [ v , A I F u , i= 1, ,, d。形如

M t = IA ( Y
i

t C v- Y
i

t Cu ) = IA ( ( Y
i

)
v

t - ( Y
i

)
u

t ) )

的过程属于 L
1
0 ( Y; Q ) , 从而属于 L

1
0 ( X ; Q )。故由式( 6)得出 E�Q (M ] ) = EQ ( Z ] M ] ) = 0。这表明 Y

是�Q 鞅。根据定理 1推出

X
i
= ( Q ) U#Y i

= ( �Q ) U#Y i
,  i= 1, ,, d
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故 �Q 是关于X 的等价鞅变换测度。由关于 X 的等价鞅变换测度的唯一性得出�Q= Q , 这意味着 Z ] =

1。从而 N
S
= 0, 此与 N

S X 0相矛盾。

( 4) ] ( 1) :设 X 在Q 下有可料表示性, 来证关于 X 存在唯一的局部绝对连续的鞅变换测度。由于

Q 是关于X 的等价鞅变换测度, 所以它也是关于是 X 的局部绝对连续的鞅变换测度。因此只要证唯

一性。设 �Q 是关于X 的局部绝对连续的鞅变换测度, 下证 �Q= Q。

任取 f 为有界的 F 可测函数, 令 M= (M t ) t \0为有界过程( EQ [ f | F t ] ) t \0的右连左极修正, 则 M 0

= EQ [ f ]。于是由 X 在Q 下有可料表示性推出, 存在 H I L( X ; Q )使

M= M0+ ( Q )H #X

由于 �Q 关于P 局部绝对连续, 而且 Q与P 等价, 所以 �Q 关于Q 局部绝对连续。从而由定理1得出,在

�Q 无区别的意义下

( �Q )H #X= ( Q ) H#X ( 7)

再由 �Q 是关于X 局部绝对连续的鞅变换测度推出, 存在 d 维 H
1
(�Q )鞅 Y= ( Y

1
, ,, Y

d
)与严格正的

一维可料过程 U, 使得

UI L ( Y
i
; �Q ) ,  X

i
= (�Q ) U#Y i

,  i= 1, ,, d

根据文献[ 3]中定理 417, K= UH I L ( Y; �Q ) , 并且

(�Q ) H#X= (�Q ) K#Y ( 8)

注意到 �Q 关于Q局部绝对连续, 得出在 Q 下的有界过程( Q ) H #X 在�Q 下也是有界过程。于是由式
( 7)、式( 8)可知, ( �Q ) ( K#X )是一维有界 �Q 局部鞅, 从而它是 �Q 有界鞅。因此

E�Q (M 0 ) = E�Q ( M ] ) = E�Q [ f ]

由引理1得 E�Q (M 0 ) = EQ ( M0 )。故 E�Q [ f ] = EQ [ f ]。因此 �Q= Q。 t

定理 5与定理6给出了多维半鞅可料表示性的特征刻画。由于在金融数学的期权定价理论中, 资

产定价基本定理具有基础性的地位, 我们应用定理6扩展了文献[ 3]中的资产定价第二基本定理, 所得

的结论将另文给出。
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