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分布式卫星系统相对运动的 Hamilton力学建模及求解方法研究
X
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(国防科技大学 航天与材料工程学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:介绍了地球扁率摄动下分布式卫星系统( DSS, Distributed Satellite System)相对运动的 Hamilton 动力

学模型,给出 DSS相对运动的 Hamilton 正则方程; 针对地球扁率摄动下 DSS 相对运动的两点边值问题,提出了

一种基于生成函数的打靶求解法,应用该方法对地球扁率摄动下 DSS 高精度构型调整问题进行了计算, 结果

表明该算法具有较高的计算效率,可有效避免维数灾难问题。
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Study on Hamiltonian Dynamic Model and Solving Method of

Distributed Satellite System Relative Motion

ZHANG Yue- dong, CHEN Q-i feng, DAI Jin- hai

( College of Aerospace and M aterial Engineering, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: The Hamiltonian dynamic model of distributed satellite system( DSS) relative motion under earth oblateness perturbation

was introduced, and the Hamilton. s equation of DSS relative motion was also obtained. Aiming at solving relative two- point boundary

value problems of DSS under earth oblateness perturbation, a shooting method based on solving generating function was proposed. High

precision formation adjusting problems of DSS under earth oblateness perturbation was calculated. Results demonstrate that the algorithm

has high computational efficiency and can avoid the problem of dimension disaster.
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随着现代微小卫星技术的迅速发展,由多颗物理上互不相连的小卫星协同工作,形成一个/卫星编

队0或/虚拟卫星0共同完成空间任务, 成为一种潜力巨大的空间系统部署方式, 称为分布式卫星系统

(DSS, Distributed Satellite System)。DSS依靠特定的相对运动关系实现空间任务目标,如何建立 DSS 相对

运动的动力学模型成为研究的关键内容之一。目前, Hill方程被广泛用于分析 DSS的相对运动
[ 1]

, 但最

初由Hill提出的Hill方程仅适用于分析无摄动近圆参考轨道的 DSS 相对运动, 某些改进型的Hill方程

也只适用于一些特定的情况,比如 Schweighart等在Hill方程右端加入了线性化的 J 2 摄动项
[ 2]

; Vadali等

采用平均根数法,在有进动/平均0圆参考轨道假设下, 导出了考虑 J 2 项的Hill方程
[ 3]
。

Guibout等应用Hamilton正则方程、正则变换理论以及Hamilton-Jacobi方程,建立了 DSS 相对运动的

Hamilton动力学模型
[ 4]
。该模型建立在对相对运动方程进行泰勒展开的基础上, 具有以下特点: ¹依据

计算精度的要求, Hamilton 动力学模型可以考虑任意阶的地球扁率摄动项和任意阶的非线性项; º

Hamilton动力学模型适用于计算任意类型参考轨道 DSS 的相对运动。生成函数法 ( Method of Solving

Generating Function)
[ 5]
可用于求解该模型下的两点边值问题,但生成函数法却存在维数灾难问题。

针对使用生成函数法时出现的维数灾难问题,本文提出了基于生成函数的打靶法( Shooting Method

Based on Solving Generating Function)。计算实例表明: 在相同计算精度条件下, 基于生成函数的打靶法的

计算量要远小于生成函数法的计算量, 能够有效避免维数灾难。
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1  DSS相对运动的 Hamilton动力学模型

地球引力场中单位质量卫星在地心赤道惯性坐标系中运动的Hamilton函数为
[ 6]
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式中, L为地球引力常数, J k 为地球非球形的 k 阶带谐系数, Lk 为 k 次勒让德函数, qx , qy , qz 和 px , py ,

pz 分别为广义坐标 q 和广义动量p 在地心赤道惯性坐标系中的三轴分量。

设DSS由参考星 A 和环绕星B 组成, A、B 星在地心赤道惯性坐标系中运动的Hamilton正则方程为
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式中, X
r
表示 DSS相对运动的广义状态, X
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由相对运动的广义坐标 q
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式中, A i ( i= 1, ,, 7)和 B ij ( i , j= 1, 2, ,, 6)为6 @ 6的时变系数矩阵。

若定义矩阵算子:
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( 7)式可写成 Hamilton正则方程的形式:
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r
( q

r

t , p
r

t , t ) ( 9)

式中,H
r
( q

r

t , p
r

t , t )为 DSS相对运动的Hamilton函数
[ 5]

:

H
r
( q

r
t , p

r
t , t ) = E

]

k= 2
E
k

m
1
+ m

2
+ ,+ m

6
= 0

1
m1 ! ,m2n !

5k
H

5 qx
m

1 ,5 qz
m

35 px
m

4 ,5 p z
m

6
X
A

t

q
r

x

m
1 , p

r

z

m
6

( 10)

式中, 下标 x , y , z 表示广义坐标和广义动量在地心赤道惯性坐标系中的三轴分量。由( 2)、( 3)、( 9)和

( 10)式可以得出这样一个结论: Hamilton系统的小偏差相对运动仍是Hamilton系统。

设 F
r
I, K为N 自由度系统相对运动相流逆变换( Inverse Phase Flow Transformation)产生的生成函数, I ,

K 为相流逆变换前后独立的广义坐标的个数,�I , �K 为相流逆变换前后独立的广义动量的个数, I , K , �I ,

�K 有下面的关系:
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�I = 2N - I ,  �K= 2N - K

由( 10)式即可写出相对运动相流逆变换的Hamilton-Jacobi方程为
[ 7]
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式中, q
r
I , p

r
�I 和 q
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K 0 , p
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�K 0 分别表示相流逆变换前后独立的广义坐标和广义动量。

2  DSS相对运动两点边值问题的求解方法

211  生成函数法

由( 10)式可知,相对运动的Hamilton函数由相对运动相空间变量的级数构成。由( 11)式可将 F
r
I
p

,K
r

写成如下形式:
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式中, y= qI , p�I , q0 K , p 0 �K ,下标1, ,, 2n 表示 y 在相空间中的 2n 个分量, f k, j
1

, ,, j
2n

( t )为与时间

相关的系数矩阵,此处略去用于表示DSS相对运动的上标/ r0(下文按此法省略)。

将( 12)式代入( 11)式, 可得到关于 f k, j
1

, ,, j
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( t )的耦合微分方程组。理论上通过数值方法可解出

f k, j
1

, ,, j
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( t ) ,进而得到 F I
p

, K
r
表达式,但在实际求解过程会遭遇以下问题: ¹ 奇异点,包括边界奇异点和

积分奇异点两种。奇异点的出现给求解 f ( t )造成了困难, 虽然可以使用 Legendre变换或相对运动的

Hamilton正则方程进行回避,但又会涉及非奇异生成函数的选取和奇异点位置判断等问题, 从而导致算

法过于繁琐; º 维数灾难。求解 f k, j
1

, ,, j
2n

( t )的计算量随着( 7)式泰勒展开项数和相空间维数的增多呈

指数型增长。

212  基于生成函数的打靶法

为了克服生成函数法求解相对运动两点边值问题过程中所遇到的维数灾难问题, 本文将打靶法和

生成函数法结合起来用于 DSS 相对运动两点边值问题的求解,形成了基于生成函数的打靶法。

打靶法的难点在于如何对未知边界值进行初始估计, 不恰当的初始估计可能会导致整个打靶算法

无法收敛;而生成函数法在低阶近似情况下(即( 7)式中的泰勒展开式只取低阶项)十分容易求解。因此

可以将生成函数法的低阶近似解作为打靶法的初始解,并利用高精度的误差校正公式不断地修正初始

解,从而实现初始解向高精度解的收敛。
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由于 X
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t 和X

H
t 的差别只是由求解精度不同造成的, 因此可以认为 X

*
与 X

L
t 和X

H
t 相比为小量;应用

/ Hamilton系统的小偏差相对运动仍是Hamilton系统0这个结论可知, X
*
t 满足( 9)式所表示的Hamilton正

则方程。由此打靶法对 X
L

0 的修正问题就成为相对运动的两点边值问题。该两点边值问题可以使用低

阶近似的生成函数法求解,边值条件由修正解代入高精度的误差校正公式给出。

需要说明的是,本文采用辛龙格- 库塔( SIRK, Symplectic Implicit Runge-Kuttar)法积分单星Hamilton

正则方程,并通过取绝对运动之差的方式得到相对运动的状态值。在修正 X
L

0 的过程中, 该方法被用于

求取边值条件。

213  计算代价分析

将打靶法引入相对运动两点边值问题的求解过程能够起到降低求解难度、减少计算量的作用。下

面以求解 3自由度系统中的相对运动两点边值问题为例, 对生成函数法和基于生成函数的打靶法进行
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对比:

( 1)生成函数法

当使用生成函数计算 3自由度系统的相对运动两点边值问题时, 若保留( 7)式泰勒展开式的前 k

项,则求解 F
r
I
p

, K
r
的表达式需要一次性求解( 6

k- 1
+ ,+ 6

0
) @ 6

2
个耦合微分方程组。当 k= 6时, 耦合微

分方程数达335 916个之多! 对于目前计算机的计算能力而言, 一次性求解 335 916个耦合微分方程组

的难度可想而知。

( 2)基于生成函数的打靶法

设基于 m 近似生成函数的打靶法需要迭代n 次,以达到 k 阶生成函数法的计算精度。m= 1时,使

用基于生成函数的打靶法在求得初始解和每次修正初始解的过程中只需求解 36个耦合微分方程组; m

= 2时,也只需求解 252个耦合微分方程组。与生成函数法不同的是,基于生成函数的打靶法将一次性

求解大规模耦合微分方程组转变为若干次求解小规模的耦合微分方程组, 从而降低了求解难度。

可以证明基于生成函数的打靶法是 m
2
收敛的,限于篇幅的原因这里将不给出证明。由于迭代过

程是针对前一次迭代结果的各阶项进行 m 阶近似, 所以 n、k、m 有以下关系成立:

n n 6
k- 1

+ ,+ 6
0

6
m- 1

+ ,+ 6
0   m< k ( 14)

那么在相同计算精度条件下,基于 m 近似生成函数的打靶法所需要求解的耦合微分方程的总数远小于

k 阶生成函数法所需要计算的耦合微分方程的总数。

基于以上两个方面的分析,基于生成函数的打靶法能够有效避免维数灾难。为了验证基于生成函

数的打靶法的有效性及其在计算上的优势,下面给出两个具体算例。

3  应用举例

311  圆参考轨道 DSS的构形调整

假定参考星的初始轨道长半轴为 6 878 137m, 偏心率为 0,轨道倾角为 30b,升交点赤经为0b,近地点

幅角为0b,平近点角为 0b。在地心赤道惯性坐标内,初始时刻( t 0= 0s) DSS的运动状态为[ 0, - 8661025,

- 5001000, 01553392, 01276696, - 01479251]
T
(国际单位制,下同) ,最终时刻( tf = 6000s) DSS 的运动状态

为[ 9001550, - 3571676, 2017674, 01586840, - 01987557, 01390258]
T
。要求在初始时刻和最终时刻对环

绕星施加冲量控制, 使得 DSS从 t 0 时刻的构形调整到 tf 时刻的期望构形。

表1列出了使用基于线性近似生成函数的打靶法和二阶近似生成函数法两种方法求得的控制冲量

大小,同时列出了 DSS在冲量控制下 tf 时刻的实际构型与期望构型之间的偏差。

表 1  圆参考轨道 DSS 构形调整计算结果

T ab. 1 Results of formation adjusting problem of DSS in circular reference orbit

求解方法 t0 时刻的控制冲量 tf 时刻的控制冲量 tf 时刻的构型偏差

二阶生成函数法

21 88558

- 01736166

11 18568

2130367

01756015

01392393

01176413

- 01 233693

- 01 132115

 
基于线性

近似生成

函数的打

靶法

 

 
初始解

 
 

一次修正解

 

21 88623

- 01735491

11 18636

21 88580

- 01736157

11 18570

2130451

01756689

01393073

2128811

01750703

01389278

- 51 74782

1212066

6194377

- 01 00487036

- 01 00183796

- 01 00289186

  注:控制冲量和构型偏差以地心赤道惯性坐标系三轴分量的形式给出(国际单位制)

由表 1可以看出,使用基于线性近似生成函数的打靶法的初始解对 DSS进行构型调整时, tf 时刻的

构型偏差要大于使用二阶生成函数法时的构型偏差; 但使用基于线性近似生成函数的打靶法的一次修

正解时,控制精度就明显好于二阶生成函数法的控制精度,而在此种情况下, 基于线性近似生成函数的
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打靶法只求解了 36 @ 2个耦合微分方程组,二阶生成函数法却需要求解 252个耦合微分方程组。可见,

在降低求解难度、减少计算量和提高解的精度方面,基于生成函数的打靶法确实要优于生成函数法。

图 1 二冲量构型调整(圆参考轨道)

Fig. 1 Two impulse formation adjusting ( circular reference orbit)

图 1在参考星轨道坐标系中给出了环绕星相

对参考星绕飞的初始构形、最终期望构形以及基

于线性近似生成函数的打靶法求解的二冲量构形

调整过程。

312  椭圆参考轨道 DSS的构形调整

假定参考星的初始轨道长半轴为 20 000 000m,

偏心率为 0165, 轨道倾角为 30b,升交点赤经为 0b,

近地点幅角为0b,平近点角为 0b。初始时刻( t0= 0s)

DSS的相对运动状态为[ 0, - 8661025, - 500, 01111608,

01055804, - 01096655]
T
,要求最终时刻( tf = 18000s) DSS

的相对运动状态为[ 8111984, - 6071554, - 1059169,

01162106, - 01007943, - 01136412]
T
,求在初始时刻和

最终时刻施加的冲量控制。

同样,使用基于线性近似生成函数的打靶法和二阶生成函数法分别求解,求得的控制冲量及构型偏

差列于表 2。分析表 2中的构型偏差值, 仍然可以得到与例 1相同的结论。

表 2 椭圆参考轨道 DSS构形调整计算结果

T ab. 2 Results of formation adjusting problem of DSS in elliptic reference orbit

求解方法 t0 时刻的控制冲量 tf 时刻的控制冲量 tf 时刻的构型偏差

二阶生成函数法

01 623240

- 01436380

01 735267

- 01038422

01112109

01031756

01068631

- 01 031815

- 01 018203

 
基于线性

近似生成

函数的打

靶法

 

 
初始解

 
 

一次修正解

 

01 623248

- 01436528

01 735753

01 623240

- 01436380

01 735267

- 01039795

01112061

01031618

- 01038433

01112108

01031756

8180110

- 41 79148

- 21 28732

- 01 003160

01001286

01000902

  注:控制冲量和构型偏差以地心赤道惯性坐标系三轴分量的形式给出(国际单位制)

图 2  二冲量构型调整(椭圆参考轨道)

Fig. 2  Two impulse formation adjusting ( elliptic reference orbit)

图 2在参考星轨道坐标系中显示了不施加冲

量时环绕星相对参考星绕飞的运动 (初始构形)、

18 000s后的期望运动以及由基于线性近似生成函

数的打靶法得到的二冲量构形调整过程。

4  结 论

本文将打靶法和生成函数法结合起来, 提出

了一种可用于求解 DSS相对运动两点边值问题的

新方法 ) ) ) 基于生成函数的打靶法。该方法的初

始估计值由低阶近似的生成函数法解出, 利用高

精度的误差校正公式修正初始估计值, 修正过程

被归结为相对运动的两点边值问题,由生成函数法

求解并得出修正量。与生成函数法相比,在相同计

算精度条件下,基于生成函数的打靶法的计算量要远小于生成函数法的计算量,有效地避免了维数灾难。
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6  结论与展望

自由返回轨道是载人登月任务首选的一类转移轨道。文章提出了一种设计自由返回轨道的有效方

法,该方法可用于载人登月工程与嫦娥后期工程的转移轨道设计,也可用于搭载发射的微型月球探测器

的轨道设计。通过 STK的仿真,验证了该方法设计的标称轨道能够实现绕月后自由返回的任务。经过

对误差传递的分析可知, 多数变量的微小扰动会对后续轨道产生明显影响,对于精度要求高的任务需要

采取中途修正。

Hybrid轨道由自由返回与非自由返回轨道组合而成, 文中给出了一条典型的Hybrid轨道设计过程

与结果。Hybrid轨道所受约束要弱于自由返回轨道, 因此设计起来灵活性较大,例如可以实现比自由返

回轨道更长或更短的转移轨道飞行时间,从而更好地满足发射与着月两端因地理位置、光照及测控条件

等对时间上提出的要求
[ 9]

;还可以实现更高的着月点纬度,从而增加任务的月面探测范围
[2]
。Hybrid轨

道不足之处是在近月制动无法顺利进行情况下,飞船不能自行返回地球; 此时若要保障航天员安全,需

在近月点后适当时刻进行机动,将飞船送入可返回地球的轨道, 这也是需要进一步研究的课题。
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