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求解非对称线性方程组的 s-BiCR算法
X

仲  妍,骆志刚,吴  枫
(国防科技大学 计算机学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:在 BiCR算法的基础上, 提出了求解非对称线性方程组的 s-BiCR 算法。首先,给出了 s-BiCR的基

本计算框架,介绍了算法基本原理及参数求解方法; 其次, 通过分析 s-BiCR 中剩余向量与方向向量序列的基

本性质,推导出减少参数求解计算量的方法, 并在此基础上提出了一种更为高效的 s-BiCR算法;最后,证明了

s-BiCR的正确性, 即在第 i 步产生的近似解与 BiCR 第 is 步产生的近似解是一致的, 同时, 通过性能分析发

现, s-BiCR的同步通信次数与访存次数明显少于 BiCR, 说明该算法具有很好的并行特性和数据本地性。大量

实验验证了 s-BiCR 的高效性和正确性。
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The s-BiCR Algorithm to Solve Nonsymmetric Linear Systems

ZHONG Yan, LUO Zh-i gang , WU Feng

( College of Computer, Nat ional Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: Based on the BiCR algorithm, s-BiCR algorithm is proposed to solve nonsymmetric linear systems. Firstly, the basic

computation frame for the s-BiCR was given by introducing the fundamental principle in the new method and the solution approach to the

parameters. Next, according to the analysis of the characters of the sequences of residual vectors and direction vectors, an approach is

deduced to reduce computational volume for the parameters so that a more effective advanced s-BiCR is designed. Finally, the

correctness of s-BiCR is proved, that is, the ith approximate solution from s-BiCR is equal to the isth approximate solution from BiCR.

In addition, by performance analysis, the number of both synchronous communication and accessing memory for s-BiCR is less than the

one for BiCR so the algorithm here has better parallel feature and data locality. The effectivity and validity of s-BiCR have been

confirmed by experiments.

Key words: nonsymmetric linear systems; krylov subspace; BiCR; s-step methods; s-BiCR

设线性方程组 Ax= b的系数矩阵A为n 阶非对称实数矩阵。现有求解法中,在节省内存量和减少

计算开销方面, 迭代法的优势突出, 其中,Krylov 子空间方法已成为研究的热点。设 v 为 n 维向量, 由 A

和 v 构成的Krylov子空间定义为 K m ( A, v) = span{ v , Av , ,, Am- 1
v} (m [ n)

[ 1]
。

Kryov 子空间方法分成两大类:基于 Arnoldi正交化过程和基于 Lanczos双正交化过程的算法。与前

者相比,后一类方法具有形式简短的迭代公式,存储和计算量较少。BiCG是Lanczos类算法中的基本算法

之一,它的构造思想源于对称线性方程组求解算法 ) ) ) CG算法[1]
;为改进其性能,发展了B-i CGSTAB( l )

[2]
等

方法; 随后, 针对其不规则收敛性, 结合具有平滑收敛性的 TFQMR, 又提出了 QMRCGSTAB
[ 3]
。另一方

面,基于另一类对称线性方程组求解算法 ) ) ) CR[ 1]
算法, 文献[ 4]提出了一种最新的 BiCR算法。

为增强Krylov 子空间方法的并行特性, 使其更加适合于并行环境下的计算,提出了一系列标准方法

的 s 步方法,如, s-BiCG
[ 5]
等。鉴于 BiCR方法优于 BiCG方法

[4]
, 本文旨在 BiCR的基础上, 通过研究现

有 s 步方法的特点,提出了 s-BiCR算法。
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1  BiCR算法

BiCR算法由 Sogabe
[ 4]
提出,主要用于求解非对称线性方程组, 它是 CR算法的推广。如果系数矩阵

是对称的,那么 BiCR便退化为 CR算法。下面, 给出标准的 BiCR算法如下:

算法 1  BiCR算法

计算 r 0= b- Ax0 ;选取 r
*
0 (例如 r

*
0 = r 0 ) ;令 p

*
- 1= p- 1= 0, B- 1= 0,

For i= 0, 1, ,直至收敛

pn = rn + Bn- 1pn - 1 ,  p
*
n = r

*
n + Bn- 1 p

*
n- 1 ,  ( Ap n = Ar n+ Bn- 1Ap n- 1 , )  An=

( r
*
n , Ar n )

( A
T
p
*
n , Apn )

xn+ 1= xn+ Anpn ,  rn + 1= rn - AnApn ,  r
*
n+ 1= r

*
n - AnA

T
p
*
n ,  Bn =

( r
*
n+ 1 , Arn+ 1 )

( r
*
n , Arn )

2  s-BiCR算法

211  s-BiCR算法基本框架

沿用Krylov子空间记号, 令 Km ( A , r0 ) = span{ r 0 , Ar0 , ,, Am- 1
r 0} , K m ( A

T
, r

*
0 ) = span { r

*
0 , A

T
r
*
0 ,

,, ( A T
)

m- 1
r
*
0 }。 s-BiCR方法的基本原理是:利用一次迭代过程完成 BiCR方法的连续 s 次迭代,并确

保第 i 步的近似解与 BiCR第 is 步的近似解保持一致,这样同步次数相对 BiCR而言可极大减少,从而

加快了收敛速度。具体地,在第 i 步迭代过程中,抽取Krylov 子空间K ( i+ 2) s ( A , r0 )中相互独立的 s 个剩

余向量 Ri + 1= { ri+ 1 , Ari+ 1 , ,, As- 1
ri + 1}构造方向向量 P i+ 1 ,抽取 K ( i+ 2) s ( A

T
, r

*
0 )中相互独立的 s 个剩

余向量 R
*
i+ 1 = { r

*
i+ 1 , A

T
r
*
i + 1 , ,, ( AT

)
s- 1

r
*
i+ 1}构造方向向量 P

*
i+ 1 , 并使得 AP i+ 1 L A

T
P
*
i , A

T
P
*
i+ 1 L

APi。下面给出 s-BiCR算法的基本框架(见算法 2)。

算法 2  s-BiCR

令 r 0= b - Ax0 , R0 = P0 = [ r 0 , Ar 0 , ,, As - 1
r 0 ] ; 选取 r

*
0 = r0 , 令 R

*
0 = P

*
0 = [ r

*
0 , A

T
r
*
0 , ,,

( A
T
)
s - 1

r
*
0 ]。

For i= 0, 1, ,直至收敛

( 1)选取 a i ,使得 ri+ 1= r i- APiai 正交于A
T
P
*
i ; 选取 a

*
i , 使得 r

*
i + 1 = r

*
i - A

T
P
*
i a

*
i 正交于APi ;

(2) xi+ 1 = x i + Piai ; 令 Ri+ 1 = [ r i+ 1 , Ari + 1 , ,, As - 1
ri+ 1 ] ; 令 R

*
i+ 1 = [ r

*
i+ 1 , A

T
r
*
i + 1 , ,, ( AT

)
s - 1

r
*
i+ 1 ] ;

( 3)选取 Bi ,使得 APi+ 1 L A
T
P
*
i ,其中, P i+ 1= Ri+ 1+ P iBi ;

选取 B
*
i ,使得 A

T
P
*
i+ 1 LAPi ,其中, P

*
i + 1= R

*
i+ 1+ P

*
i B

*
i ;

其中, ai= ( a
1
i , a

2
i , ,, as

i )
T
, a

*
i = ( a

1, *
i , a

2, *
i , ,, a s, *

i )
T
; Bi = [ B

1
i , B

2
i , ,, Bsi ] , B

k

i = ( B
k,1
i , B

k,2
i , ,,

B
k, s
i )

T
( 1 [ k [ s) , B

*
i = [ B

1, *
i , B

2, *
i , ,, Bs, *

i ] , B
k, *
i = ( B

k, 1, *
i , B

k, 2, *
i , ,, B k, s, *

i )
T
( 1 [ k [ s ) ; P i= [ p

1
i ,

,, p s
i ] , P

*
i = [ p

1, *
i , ,, p s , *

i ] .

接下来,讨论算法 2中参数 a i , a
*
i , Bi , B

*
i 的求解。首先引入如下定义:

定义 1  定义矩阵 Mi=

L
1
i L

2
i , L

s

i

L
2
i L

3
i , L

s + 1
i

, , , ,

L
s
i L

s+ 1
i , L

2s- 1
i s @ s

, 其中, L
l

i= ( r
*
i , A

l+ 1
ri ) , 1 [ l [ 2s- 1。

命题 1  Mi = ( A
T
R

*
i )

T
ARi。

根据算法 2中第( 1)步 ri+ 1 = ( ri - AP ia i ) L A
T
P
*
i , 可得( A

T
P
*
i )

T
ri = ( A

T
P
*
i )

T
AP ia i , 类似地, 有

( AP i )
T
r
*
i = ( AP i )

T
A
T
P
*
i a

*
i ,由此两式便可求出 ai , a

*
i 。下面通过定义 2给出其求解公式。
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定义 2  定义 Wi= ( A
T
P
*
i )

T
APi , mi = ( A

T
P

*
i )

T
r i , m

*
i = ( AP i )

T
r
*
i ,则由 Wiai = mi , W

T
ia

*
i = m

*
i

求出a i , a
*
i 。

命题 2  记 �m i= ( L
0
i , ,, Ls- 1

i )
T
, 则 mi= �m i= m

*
i 成立。

根据算法 2中第( 3)步知( A
T
P
*
i )

T
APi+ 1= 0, Pi+ 1= Ri+ 1+ PiBi , 可得( A

T
P
*
i )

T
AP iBi = - ( A

T
P
*
i )

T

ARi+ 1 ,类似地有( APi )
T
A
T
P

*
i B

*
i = - ( AP i )

T
A
T
R

*
i+ 1 ,由此便可求出 Bi , B

*
i 。下面通过定义3给出其求

解公式。

定义 3  记 Ci = [ c
1
i , ,, c

s

i ] , C
*
i = [ c

1, *
i , ,, c

s, *
i ] , 其中, c

k

i = ( ( A
k
ri + 1 , A

T
p
1, *
i ) , ,, ( Ak

ri+ 1 ,

A
T
p
s , *
i ) )

T
, c

k, *
i = ( ( ( A

T
)
k
r
*
i+ 1 , Ap

1
i ) , ,, ( ( AT

)
k
r
*
i+ 1 , Ap

s

i ) )
T
( 1[ k [ s) ,则 WiBi = - Ci , W

T
iB

*
i = - C

*
i 。

不难看出 Wi 对于ai , a
*
i , Bi , B

*
i 的求解具有重要作用, 为此通过命题 3、4讨论其性质。

命题 3  参数 a i , a
*
i , Bi , B

*
i 具有唯一解的充要条件是| Wi | X0;参数 ai , a

*
i 具有唯一非零解的充

要条件是| Wi | X 0且 r i 不与A
T
R
*
i 共轭( r

*
i 不与ARi 共轭)。

命题 4  Wi = Mi + ( B
*
i - 1 )

T
Ci- 1。

212  s-BiCR算法基本性质

首先,类似于文献[ 5]得到如下引理:

引理 1  s-BiCR算法中,若 i= 0, 1, ,, j- 1,且| Wi | X 0, as

i X0, a s, *
i X 0,则

( 1) rj I K js + 1 ( A, r 0 ) , 且若记 rj = q
j
r ( A ) r0 ,则 degree( q

j
r ( K) ) = js;

( 2) p
k
j I K j s+ k ( A , r0 ) ,且若记 p

k
j = q

j , k
p ( A ) r 0 ,则 degree( q

j , k
p ( K) ) = js+ k- 1;

( 3) r
*
j I K j s+ 1 ( A

T
, r

*
0 ) ,且若记 r

*
j = q

j

r
* ( A

T
) r

*
0 , 则 degree( q

j

r
* ( K) ) = js ;

( 4) p
k, *
j I K j s+ k ( A

T
, r

*
0 ) ,且若记 p

k, *
j = q

j , k

p* ( A
T
) r

*
0 ,则 degree( q

j , k

p * ( K) ) = js+ k- 1。

下面,讨论算法 2中剩余向量序列 Ri , R
*
i 和方向向量序列 Pi , P

*
i 所满足的性质:

定理 1  对于 j= 1, 2, ,,假设 m, m
*

\js, 其中 m、m
*
分别为 r 0、r

*
0 相对于 A、A

T
的最小多项式

的度;对于 i= 0, 1, ,, j- 1,假设有| Wi | X0且 a
s

i X0, a s, *
i X 0,那么 s-BiCR满足以下性质:

( 1) 对于 i< j , 有 APj LA
T
P
*
i ; ( 2) 对于 i< j - 1, 有 ARj L A

T
R
*
i ; ( 3)以 A

T
R
*
i ( i= 0, 1, ,, j - 1)

的列向量张成的子空间, 即K js ( A
T
, A

T
r
*
0 ) ; 同样, A

T
P
*
i ( i= 0, 1, ,, j- 1)张成的子空间亦为 K j s ( A

T
,

A
T
r
*
0 ) ; ( 4) rj LK j s ( A

T
, A

T
r
*
0 ) ; ( 5)对于 i< j ,有 rj LA

T
P
*
i ; ( 6)对于 i< j ,有 rj L A

T
R

*
i 。

证明  使用归纳法证明。根据算法 2中有关 Bi , a i 的求解规则可知: j= 1时, ( 1)、( 3) ~ ( 6)成立; j

= 2时, ( 1) ~ ( 6)均成立。设 j [ k 时结论成立,考虑 j= k+ 1时的情形:

先证( 5)。当 j = k+ 1时,即要证明/对 i< k+ 1有 r k+ 1 LA
T
P
*
i 0成立:当 i = k 时,由算法 2第( 1)

步知 rk+ 1 L A
T
P
*
k 成立,因而只须证明 i< k 时有 rk+ 1 LA

T
P
*
i ; 由( 1)、( 5)的归纳假设知, 当 i< k 时有

APk LA
T
P
*
i , r k LA

T
P
*
i 成立,故 rk+ 1= ( rk- APkak ) LA

T
P
*
i 成立。

证明( 3)。欲证明 A
T
R

*
0 , A

T
R
*
1 , ,, AT

R
*
k 张成的子空间为K ( k+ 1) s ( A

T
, A

T
r
*
0 ) ,只须证明 R

*
0 , ,,

R
*
k 的列向量均属于K ( k+ 1) s ( A

T
, r

*
0 )且线性无关。结合引理 1和题设条件,类似于文献[ 5]的证明可知

结论( 3)成立。

证明( 4)。根据已证得的( 5)知 r k+ 1 LA
T
P
*
i ( 0 [ i [ k) ;又由( 3)知 A

T
P
*
0 , ,, AT

P
*
k 的列向量张成

的子空间为K ( k+ 1) s ( A
T
, A

T
r
*
0 )。因此 rk+ 1 LK ( k+ 1) s ( A

T
, A

T
r
*
0 )成立。

证明( 6)。由( 4)知 rk+ 1 LK ( k+ 1) s ( A
T
, A

T
r
*
0 ) , 再由 A

T
R

*
0 , A

T
R

*
1 , ,, AT

R
*
k 的列向量张成的子空

间为K ( k+ 1) s ( A
T
, A

T
r
*
0 )可知, rk+ 1 LA

T
R

*
i ( i= 0, ,, k )。

证明( 2)。欲证明 i< k 时有ARk+ 1 L A
T
P
*
i , 即要证明{ Ar k+ 1 , ,, As

rk+ 1} L { AT
r
*
i , ,, ( AT

)
s
r
*
i } ,

显然只要能够证明 rk+ 1 L { r *i , ,, ( AT
)
2s
r
*
i }即可。由引理 1知, r

*
i = q

i

r
* ( A

T
) r

*
0 且 degree( q

i

r
* ( K) ) =

is ,因此, { r
*
i , ,, ( AT

)
2 s
r
*
i } < K ( i+ 2) s ( A

T
, A

T
r
*
0 ) ; 又由于当 i < k 时有( i+ 2) s [ ( k+ 1) s 成立,从而

K ( i+ 2) s ( A
T
, A

T
r
*
0 ) < K ( k+ 1) s ( A

T
, A

T
r
*
0 )。由( 4)知 rk+ 1 LK ( k+ 1) s ( A

T
, A

T
r
*
0 ) , 从而有 r k+ 1 L { r *i , ,,
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( A
T
)
2 s
r
*
i }。结论得证。

最后证明( 1)。当 i= k 时, 由算法 2中( 3)可知 APk+ 1 L A
T
P

*
k 成立。当 i< k 时,由归纳假设知

APk LA
T
P
*
i ,而 APk+ 1= ARk+ 1+ APkBk ,所以 APk+ 1 L A

T
P
*
i 成立的充要条件是ARk+ 1 L A

T
P
*
i 。又由

A
T
P
*
i = A

T
R
*
i + A

T
R

*
i - 1B

*
i - 1+ ,+ A

T
R

*
0 ( B

*
i- 1 ,B

*
0 )和( 2)知 i< k 时, ARk+ 1与 A

T
R
*
i , ,, AT

R
*
0 共

轭。因此, APk+ 1 L A
T
P
*
i 成立。

类似于定理 1, 结合 A和 A
T
关系,可以对偶得到如下结论:

定理 2  题设条件同定理 1, 那么 s-BiCR满足以下性质:

( 1)对于 i< j ,有 A
T
P
*
j L AP i ; ( 2)对于 i< j - 1,有 A

T
R
*
j LARi ; ( 3)以 ARi ( i= 0, 1, ,, j- 1)的列

向量张成的子空间, 即 K j s ( A , Ar 0 ) ; 同样, AP i ( i= 0, 1, ,, j - 1)张成的子空间亦为 K js ( A, Ar 0 ) ; ( 4) r
*
j

LK j s ( A, Ar0 ) ; ( 5)对于 i< j , 有 r
*
j LAP i 且 r

*
j L ARi。

213  s-BiCR算法的改进

利用定理 1、2的相关结论来简化算法 2的计算,并给出更为高效的 s-BiCR算法:

命题 5  ( 1) c1i , ,, c s

i 有如下表达式:

c
1
i= ( 0, ,, 0, ( Ar i+ 1 , ( A

T
)

s
r
*
i ) )

T
,  c

2
i= ( 0, ,, 0, ( Ar i+ 1 , ( A

T
)

s
r
*
i ) , ( Ar i+ 1 , ( A

T
)

s+ 1
r
*
i ) )

T
, ,,

c
s
i= ( ( Ari+ 1 , ( A

T
)

s
r
*
i ) , ,, ( Ar i+ 1 , ( A

T
)
2s- 1

r
*
i ) )

T
.

( 2) c
1, *
i , ,, c s, *

i 有如下表达式:

c
1, *
i = ( 0, ,, 0, ( AT

r
*
i+ 1 , A

s
ri ) )

T
,  c

2, *
i = ( 0, ,, 0, ( AT

r
*
i+ 1 , A

s
ri ) , ( A

T
r
*
i + 1 , A

s+ 1
ri ) )

T
, ,,

c
s, *
i = ( ( A

T
r
*
i+ 1 , A

s
ri ) , ,, ( AT

r
*
i+ 1 , A

2s- 1
ri ) )

T
.

命题 6  下述递推公式成立:

(1) ( ri + 1 , ( A
T
)

s+ 1
r
*
i ) = - L

0
i+ 1Pa

s , *
i ; ( ri+ 1 , ( A

T
)
s + k

r
*
i ) = -

1

a
s, *
i

[ L
k- 1
i+ 1 + E

s+ k- 1

l= s+ 1
a
l- k, *
i ( ri+ 1 ,

( A
T
)
l
r
*
i ) ] ( k = 2, ,, s ) ;

( 2) ( r
*
i+ 1 , A

s+ 1
ri ) = - L

0
i + 1Pa

s

i ; ( r
*
i+ 1 , A

s+ k
ri ) = -

1

a
s
i

[ L
k- 1
i+ 1 + E

s+ k- 1

l= s+ 1
a

l- k

i ( r
*
i+ 1 , A

l
r i ) ] ( k = 2, ,, s)。

由命题 5、6可以看出, c
1
i , ,, c s

i 和 c
1, *
i , ,, cs, *i 的求解可以归结为 L

l

i+ 1= ( r
*
i+ 1, A

l+ 1
r i+ 1 ) ( 0 [ l [ s- 1)

的运算, 这样可以省却大量的计算开销。最后, 给出改进的 s-BiCR算法。

算法 3  改进的 s-BiCR

令 r 0= b- Ax0 , R 0= P0= [ r0 , Ar 0 , ,, A s- 1
r0 ] ;选取 r

*
0 ( ( r 0 , r

*
0 ) X0) , 令 R

*
0 = P

*
0 = [ r

*
0 , A

T
r
*
0 ,

,, ( A T
)

s- 1
r
*
0 ] ;

计算 L
0
0 , ,, L2s- 1

0 ,令 �m0= ( L
0
0 , ,, Ls- 1

0 )
T
, W0= M0。

For i= 0, 1, ,直至收敛
( 1)分解 Wi = L iUi ,求解 Li Uiai= �m i , ( Li Ui )

T
a
*
i = �mi ;

( 2)计算 x i+ 1= x i+ P ia i ; ri + 1 = ri - AP ia i ; r
*
i + 1 = r

*
i - A

T
P
*
i a

*
i ;

( 3)计算 Ari+ 1 , ,, As
r i+ 1 , A

T
r
*
i+ 1 , ,, ( AT

)
s
r
*
i+ 1 ,令

Ri + 1= [ ri+ 1 , ,, As- 1
ri+ 1 ] , ARi+ 1 = [ Ari+ 1 , ,, As

ri+ 1 ] , R
*
i+ 1 = [ r

*
i+ 1 , ,, ( AT

)
s - 1

r
*
i + 1 ] , A

T
R
*
i+ 1=

[ A
T
r
*
i+ 1 , ,, ( AT

)
s
r
*
i + 1 ] ;

( 4)计算 L
0
i+ 1 , ,, L2 s- 1

i+ 1 ,并令 M i+ 1 = { L
k+ l- 1
i+ 1 } k, l , �m i+ 1= ( L

0
i+ 1 , ,, Ls- 1

i+ 1 ) ,其中 L
l
i = ( r

*
i , A

l+ 1
r i ) ,

0 [ l [ 2s- 1;

( 5)计算 Ci = [ c
1
i , ,, csi ] , C *

i = [ c
1, *
i , ,, c s, *

i ] , 其中 c
k
i = ( 0, ,, 0, ( r i+ 1 , ( A

T
)

s+ 1
r
*
i ) , ,, ( ri + 1 ,

( A
T
)
s + k
r
*
i ) )

T
, c

k, *
i = ( 0, ,, 0, ( r *i+ 1 , As+ 1

ri ) , ,, ( r *i+ 1 , A
s + k
r i ) )

T
, k= 1, ,, s;

( 6)求解 L iUiBi = - Ci , ( L iUi )
T
B

*
i = - C

*
i ;
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(7) 计算 P i+ 1 = Ri+ 1 + PiBi , P
*
i+ 1 = R

*
i+ 1 + P

*
i B

*
i ; AP i+ 1 = ARi+ 1 + AP iBi , AP

*
i+ 1 = AR

*
i+ 1 +

AP
*
i B

*
i ;

( 8)计算 Wi + 1= Mi+ 1+ ( B
*
i )

T
Ci ;

3  s-BiCR算法分析

311  正确性分析

命题 7  当 s= 1时, 算法 2给出的 s-BiCR算法即为标准的 BiCR算法。

证明  当 s= 1时, ai , a
*
i 为一维系数, P i , P

*
i , Ri + 1 , R

*
i+ 1 , Bi , B

*
i 均为向量, 为便于与 BiCR算法

作比较,将其分别改写为 Ai , A
*
i , p i , p

*
i , ri+ 1 , r

*
i+ 1 , Bi , B

*
i 。由于 1-BiCR与 BiCR算法的基本流程相同,

唯一的区别在于参数 Ai , A
*
i , Bi , B

*
i 的求解,所以,下面讨论两者的参数求解方法。

( 1)参数 Ai , A
*
i 的取值。由算法 2第( 1)步 ri+ 1 L A

T
p
*
i 得a i= ( p

*
i , Ar i )P( AT

p
*
i , Ap i ) ,由于 p

*
i =

r
*
i + p

*
i - 1 B

*
i- 1且 Ar i L p

*
i- 1 ,所以( p

*
i , Ar i ) = ( r

*
i , Ar i )。不难看出算法 2中 ai的求解与 BiCR一样, A

*
i

类似可证。

( 2)参数 Bi , B
*
i 的取值。由算法2中第( 3)步知 Ap i+ 1 LA

T
p
*
i ,因而 Bi = - ( A

T
p
*
i , Ar i+ 1 )P( A

T
p
*
i ,

Ap i ) ,由于 r
*
i+ 1= r

*
i - A

T
P
*
i a

*
i , 所以( A

T
p
*
i , Ar i+ 1 ) = ( r

*
i - r

*
i+ 1 , Ar i+ 1 )PAi , 进而有 Bi = ( r

*
i+ 1- r

*
i ,

Ari+ 1 )P( r
*
i , Ari )。再由定理 1的( 6)知 r i+ 1 L A

T
r
*
i , 故 Bi = ( r

*
i+ 1 , Ari+ 1 )P( r

*
i , Ar i )。不难看出算法 2

中 Bi 的求解与 BiCR算法中的相同, B
*
i 类似可证。

命题 8  在定理 1的假设条件下,若 BiCR算法与 s-BiCR算法初值相同,则求解线性方程组 Ax= b

时, s-BiCR算法得到的近似解 xi 与 BiCR算法得到的 x is相同。

证明  ( 1)分析 s-BiCR与 BiCR的迭代过程具有一致性。 ¹ s-BiCR迭代目标:由算法 2的第( 2)步

可得 xi = x0+ E
i- 1

k= 0

Pkak , 根据定理2的( 3)可知 P0 , ,, P i- 1张成子空间 K is ( A , r 0 ) ,根据定理 1的( 4)可

知 r i LK is ( A
T
, A

T
r
*
0 ) , 因此算法 2在第 i 步迭代过程中实质是寻找xi I x0+ K is ( A , r0 ) ,使其残量 r i L

K is ( A
T
, A

T
r
*
0 ) ; º BiCR迭代目标:由算法 1可得 x is = x0+ E

is- 1

k= 0
pkAk , 根据命题 7知 1-BiCR即为 BiCR,

为此令定理2、4中 s= 1,那么根据定理 2的( 3)可知 p0 , ,, p is - 1张成子空间 K is ( A, r 0 )。由定理 1的

( 4)知 ris LK is ( A
T
, A

T
r
*
0 ) ,易知 BiCR在第 is 步与 s-BiCR在第 i 步的迭代目标是一致的。

( 2)证明两个迭代过程得到的解相同。令 V= [ r 0 , Ar0 , ,, Ais - 1
r 0 ] , 5 = ( U1 , ,, Uis )

T
, 则 BiCR在

第 is 步与 s-BiCR在第 i 步得到的解可统一表述成 x̂ = x0 + V5 ,相应地有 r̂ = r 0 - AV5 且 r̂ LK is ( A
T
,

A
T
r
*
0 )。令 V

*
= [ A

T
r
*
0 , ,, ( A T

)
is
r
*
0 ] , 则有( V

*
)
T
AV5 = ( V

*
)
T
r 0 ; 因 V

*
, V满秩, A 非奇异, 故

| ( V
*
)
T
AV| X 0,因此 5 被唯一确定, 显然 x̂ 唯一。综上, s-BiCR与 BiCR得到的近似解 x i 和x is相同。

312  性能分析

表1给出标准 BiCG
[ 4]
、标准 BiCR

[ 4]
、s-BiCG

[ 5]
与改进的 s-BiCR 之间计算量的比较。可看出, 1步

s-BiCR( s-BiCG)迭代较 s 步 BiCR( BiCG)迭代增加了 O ( 4s
2
)次向量更新操作,而向量内积和矩阵向量乘

操作次数则保持不变。表面看来, s-BiCR 的运算量增加了,但实质是以此为代价减少了迭代过程中的

同步次数和访存次数:

表 1  计算量对比

Tab. 1 Summary of cost

操作 BiCG BiCR s-BiCG s-BiCR

向量内积 2s 2s 2s 2s

向量更新 5s 6s s ( 4s+ 3) s ( 4s+ 3)

矩阵向量乘 2s 2s 2s 2s
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  ( 1)同步次数。令 i= 0, 1, ,, 算法 s-BiCR和 BiCR如果需要得到相同近似解,前者需要完成 2is 个

向量内积、2is 个矩阵向量乘和 is( 4s+ 3)个向量更新操作, 通过数据相关性分析可知, 所需的同步通信

次数分别为 i、is 和 2i次;后者需要完成 2is 个向量内积、2is 个矩阵向量乘和6is 个向量更新操作,所需

同步次数分别为 2is、is 和 2is 次; 两者同步次数总和之比为: ( s+ 3)P( 5s)。
( 2)访存次数。s-BiCR只需访存 1次读入矩阵 A , 便可连续完成 2s 个矩阵向量乘、2s 个向量内积,

而后者需要访存 s 次,才能完成相应操作。

另外,由于 BiCR与 BiCG的基本流程相同,区别仅在于参数 Ai , Bi 的计算上,因此两者的计算量大

致相同,所以决定了 s-BiCR与 s-BiCG的计算量也基本相同。

4  数值试验

首先,对 BiCG
[ 4]
、BiCR

[4]
、s-BiCG

[ 5]
和 s-BiCR的性能进行对比测试,以检验 s-BiCR 的高效性,测试

内容包括
[ 4]
: 迭代次数 ( the number of iterations, Its)、计算时间 ( computational time, Time)和迭代精度

lg( + b- Axn + 2P+ b +2 ) ( lg of the true relat ive residual 2-norm, TTR) ;其次, 对BiCR和 s-BiCR的收敛性进

行对比分析, 以验证 s-BiCR 的正确性。所有试验程序均采用 Matlab 实现, 试验数据来源于 Harwel-l

Boeing collection
[ 6]
,NEP collection

[ 7]
, SPARSKIT collection

[ 8]
和 Tim Davis. collect ion[ 9]。

表 2  BiCG \ BiCR \ s-BiCG \ s-BiCR的性能对比测试

Tab. 2 Numerical results of BiCG \ BiCR \ s-BiCG \ s-BiCR

Matrix gr 30 30 saylr3 e20r0000 fs 541 1 thermal cage9 cage8 poli add32 add20

Time

BiCG 010780 11 7160 321 0430 010150 112000 111080 011060 119810 611780 612430

BiCR 010780 11 4970 281 7040 010160 112230 110600 011060 119340 519900 613720

s-BiCG 011090 11 9040 311 6680 010470 112100 111240 011460 119190 612560 616650

s-BiCR 010940 11 7000 281 6410 010150 111690 110600 011240 118720 518030 513360

Its

BiCG 20 406 447 12 27 23 22 31 68 261

BiCR 20 357 414 12 27 23 22 30 65 235

s-BiCG 11 209 224 7 14 12 12 16 35 132

s-BiCR 12 186 208 7 14 12 12 16 33 120

TTR

BiCG - 711114 - 711139 - 710385 - 718701 - 710648 - 713738 - 716003 - 81 2376 - 71 1782 - 710758

BiCR - 712154 - 710025 - 710418 - 718452 - 710632 - 713178 - 714531 - 71 1321 - 71 0434 - 710002

s-BiCG - 712250 - 711240 - 710334 - 816968 - 710648 - 713738 - 811923 - 81 2377 - 71 0275 - 710431

s-BiCR - 814723 - 710114 - 710605 - 816300 - 710632 - 713178 - 812233 - 81 1966 - 71 0434 - 710016

  首先比较 s 为 2时四种算法的性能(试验结果见表 2)。总体看来: ( 1)计算时间方面, s-BiCR最少,

根据 312节的分析可知,相对于 BiCG \ BiCR而言,尽管 s-BiCR的计算量有所增加,但其同步等待时间

和访存时间却大幅减少, 当同步等待时间占据主导时, 总体计算时间便会显著降低; 另外, ( s-) BiCR的

计算时间比( s-) BiCG少。( 2)迭代次数方面, ( s-) BiCR比( s-) BiCG少, 这是导致( s-) BiCR计算时间比

( s-) BiCG少的原因,说明前者的收敛速度相对较快;另外, s 步方法的迭代次数近似为对应的非 s 步方

法的一半,这正好与其设计初衷相一致。( 3)计算精度方面, 四种算法均能达到迭代停止条件 TTR<

110e- 007,而且( s-) BiCR和( s-) BiCG的TTR均值相差不大; 尽管如此, 仍属 s-BiCR的TTR均值最低,且

达到 110e- 008的次数最多。随后,针对 s 的更多取值进行了测试比较, 发现对于 s [ 5时仍能取得较

好的效果。综上所述, s-BiCR的性能相对最优,而且( s-) BiCR的性能优于( s-) BiCG。

下面比较 BiCR和 2 \ 3 \ 4 \ 5- BiCR的收敛情况。试验结果如图 1所示, ( a)、( b)和( c)中的矩阵

分别为 jpwh 991、sherman4和 dwb512。可以看出, s-BiCR的收敛速度基本保持在 BiCR的 s 倍左右。同

时,所有的收敛曲线均在整体上呈现出相同的变化趋势:图1( a)中,大约在迭代过程的1P2和5P6处会出
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现较为明显的突出, 而其它时候则相对平滑; 图 1( b)中,大约在迭代过程的 3P14、5P14、7P14和 9P14处会
有明显突出,其它处较为平滑; 图 1( c)中, 三条曲线均很平滑,没有明显突出。这些试验现象共同验证

了 s-BiCR的正确性, 即其第 i 步所完成的求解过程与 BiCR的第 is 步过程是一致的。

图 1  BiCR和 s-BiCR的收敛性对比

Fig. 1  Residual 2-norm histories of BiCR and s-BiCR

5  结束语

本文提出了求解非对称线性方程组的 s-BiCR算法。首先,给出了该算法的基本计算框架, 并在此

基础上通过分析剩余向量与方向向量的基本性质, 推导出一种更为高效的 s-BiCR 算法; 其次, 讨论了

s-BiCR算法的正确性, 并通过性能分析发现该算法具有很好的并行特性。实验结果表明, s-BiCR算法的

性能最优且( s-) BiCR算法的性能优于( s-) BiCG算法,从而验证了本文算法的高效性;随后, 通过对比分

析 BiCR算法和 s-BiCR算法的收敛情况, 验证了 s-BiCR算法的正确性。在下一步的研究中, 我们将会

在分布式环境中实现 s-BiCR算法。
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