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基于MCMC方法的 Lorenz混沌系统的参数估计
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摘  要:基于贝叶斯理论, 提出用马尔科夫链蒙特卡罗( MCMC)方法来估计 Lorenz混沌系统的未知参数。

首先导出了未知参数分布规律的后验概率密度函数; 接着采用自适应Metropolis算法构造Markov链; 然后截取

收敛的链序列,计算混沌系统参数的估计值。数值试验表明:该方法具有很高的估计精度, 同时具有较好的抗

噪声性能。
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Abstract: Based on Bayesian theorem, a method is proposed to estimate the unknown parameters of Lorenz chaotic system using

Markov Chain Monte Carlo ( MCMC) method. Firstly, the posterior probability density function for unknown parameters is deduced.

Secondly, taking the posterior probability as the invariant distribution, the Adaptive Metropolis algorithm is used to construct theMarkov

Chains. Thirdly, the converged samples are used to calculate the mathematic expectation of the unknown parameters. The results of

numerical experiments show that the parameters estimated by the new method have high precision and the noise is filtered effectively from

observations at the same time.
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自Lorenz于 1963年发现第一个混沌吸引子后,混沌控制和同步大量应用于信息科学、保密通信、化

学和生命科学等领域,相应的理论和方法已经得到广泛发展
[ 1- 3]
。在实际应用中, 由于混沌系统的复杂

性,某些参数不可测;或者出于保密通信的要求,系统的某些参数不可知。因此在混沌控制和同步领域,

估计混沌系统的未知参数成为一个关键问题。近几年研究人员不断提出估计混沌系统参数的新方

法
[ 4- 7]
。混沌系统的参数估计问题实质上是动力系统反问题,和正问题不同,它是通过试验或运行中的

观测数据来反求模型中的未知参数。由于测量信息不准确、不充分和系统自身的非线性等性质,因而反

问题的求解经常是不确定的, 即解不一定存在;即使解存在也不唯一,在解存在唯一条件下也不稳定(解

不连续依赖于观测数据)
[8]
, 因此混沌动力系统参数估计问题必须采用特殊方法

[ 4- 7]
求解。

1  MCMC方法

在贝叶斯统计方法
[ 10- 11]

中,认为总体分布中的未知参数向量 m本身就是随机向量,在对 m进行统

计推断时,首先必须对 m设置一个先验分布 p ( m)。先验分布是在观测前所有关于未知参数信息的概

率表述。在观测发生后, 使用贝叶斯公式可将未知参数的先验分布改进为后验分布。根据贝叶斯理论,

参数的后验分布、观测信息和先验分布之间有如下关系:

p ( m d ) = p ( d m ) p ( m)Pp ( d) ( 1)
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其中, m
T
= ( m1 , m2 , ,, mN ) ,表示长度为 N 的未知随机向量, d

T
= ( d1 , d2 , ,, dM )是包含 M 个观测资

料的列向量。因为观测数据已经给出, 所以 p ( d)是一个与 m 无关的常数,式( 1)可写成

p ( m d) Wp ( d m ) p ( m) ( 2)

式( 2)是本文利用 MCMC算法估计混沌系统未知参数的出发点。其中, 条件概率密度 p ( d | m)又称似然

函数, 也写作 L ( d m ) ,表示估计的模式参数和实际观测数据的拟合程度,值越大表明拟合程度越好,

反之越差。将先验信息和观测信息结合起来,就得到反映未知随机向量 m 综合信息的后验概率密度

p ( m d) ,它定义在整个解空间,表示了问题的/完全0解,即可能解集合中任意一个解出现的概率。

理论上从后验分布函数可以获得未知随机向量的任何统计特征,但在实际应用中除了极其简单的

情形, p ( m | d)都无明确的数学表达式。另外, 采用通常的数值积分方法(例如, Monte Carlo 方法
[ 12- 13]

)

也存在极大的困难: 计算量随向量维数的增多而呈指数增长。上述原因使得贝叶斯方法很难直接解决

实际问题,而近期发展的MCMC算法能有效克服该困难。

MCMC算法能对定义在高维随机向量空间 M上无明确数学表达式的概率分布 p 进行抽样, 基本思

想是产生大量服从分布 p 的随机向量序列{ m1 , m2 , ,, mI } ,其中 I 为抽样数。如果向量序列满足马尔

可夫性质: 向量 mi+ 1的产生仅依赖于前一个向量 mi ,而与过去时刻 i- 1, i- 2, ,, 1的状态向量 mi - 1 ,

mi- 2 , ,, m1 都无关,则称此序列为马尔可夫链。马尔可夫性质的另一种表述是:若抽样算法当前访问

的是 mj 点, 则下一步访问另一点 mi 的概率只依赖于mj , 而与以前访问点无关。马尔科夫性质意味着

抽样算法完全可由转移概率矩阵 P 描述, 矩阵元素 pij表示算法在当前访问mj 的条件下接着将要访问

mi 的条件概率。按照构造Markov 链所用转移概率矩阵的不同, MCMC 方法的主要抽样算法有: Gibbs抽

样器算法
[ 14]
、Metropolis-Hastings算法

[ 15]
和自适应Metropolis算法

[ 16]
。

本文采用自适应Metropolis算法以混沌系统未知参数的后验分布为不变极限分布来构造Markov链。

自适应 Metropolis 算法是 Haario 在 2001年提出的一种改进 MCMC 抽样算法
[ 14]
。与传统的 Metropolis-

Hastings算法相比, 自适应Metropolis算法不需要预先确定参数的推荐分布,而是由后验参数的协方差矩

阵来估算参数分布
[ 14]
。后验参数的协方差矩阵在每一次迭代后都要自适应地调整。如此, 第 i 步参数

的推荐分布就是均值为 �mi、协方差矩阵为 Ci 的多元正态分布。协方差的计算公式如式( 3)所示,在初

始 i 0 次迭代中,协方差矩阵 Ci 取固定值 C0 ,之后进行自适应更新。m̂i 是未知模式参数向量m 中某个

元素在第 i 次迭代的估计值。

Ci =
C0 , i [ i 0

sd Cov( m̂0 , ,, m̂i- 1 ) + sdEId , i> i 0
( 3)

其中, E是一个非常小的数,引进目的是确保 Ci 不成为奇异矩阵, Cov( m̂0 , ,, m̂i- 1 )表示 m̂0 , ,, m̂i- 1的

协方差阵; sd 是比例因子,依赖于未知随机向量空间的维数 d,目的是保证接受率在一个合适的范围内;

在本文中 E和 sd 分别取为: E= 10
- 6
, sd = 2142Pd。I d 为 d 维单位矩阵。当进行第 i+ 1次迭代时,由式

( 3)可导出协方差的计算式:

Ci+ 1=
i- 1
i
Ci +

sd
i

i �mi- 1�m
T
i- 1- ( i+ 1) �mi�m

T
i+ mim

T
i + EId ( 4)

其中, �mi- 1和 �m i 是前面 i- 1次和 i 次迭代的参数均值。自适应Metropolis算法的计算流程如下:

( 1) 设定 i= 0,对不同变量进行初始化;

( 2) 随机量的生成和接受,构造 Markov 链:

( a) 利用式( 3)计算协方差矩阵 Ci ;

( b) 产生服从正态分布的推荐参数值 m
*
~ N ( mi , Ci ) ;

( c) 利用下式计算接受概率 A= min 1, p ( d m
*
) p ( m

*
)

p ( d mi ) p ( mi )
;

( d) 产生服从均匀分布的随机数 u~ U( 0, 1) ;

( e) 若 u< A,则接受 mi+ 1= m
*
,否则 mi+ 1= mi。

( 3) 重复上面的步骤( a) ~ ( e) , 直到产生预先指定数量的样本为止。
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自适应Metropolis算法的最大优点是推荐分布随计算过程自动更新, 不需要预先指定。同时,相比

Metropolis-Hastings算法
[16]

,由于参数不再需要分组更新,所以计算量大大减少。

2  Lorenz混沌系统的参数估计

下面以典型的 Lorenz混沌系统为例, 说明利用MCMC算法对混沌系统的未知参数进行估计的有效

性。Lorenz系统可由如下的常微分方程组表示:

dxPdt= R( y- x )

dyPdt= Cx- xz- y

dzPdt= xy- bz

( 5)

系统( 5)的一个简单物理实现是在下方加热而在上方冷却时热对流管中的环流。其中 x 表示流体速

度, y 和 z 分别为水平和垂直温差; R和 C分别与流体的 Prandtl数和 Rayleigh数成比例, b 是与空间相关

的常数。当参数 R= 10, C= 28和 b= 8P3时,式( 5)表示的系统呈现混沌现象。数值试验中采用四阶龙

格- 库塔算法求解常微分方程,步长设置为 h。观察数据的采集过程如下: 先让 Lorenz系统自由演化,

在经历暂态过程之后任取混沌状态的某一点作为初值, 并以此时刻作为初始时刻,然后任其演化至 Th

时刻。这样就得到 Lorenz系统在离散时间序列 0, h, 2h, ,, Th 上的标准状态( x ( ti ) , y ( ti ) , z ( ti ) ) ( i

= 0, 1, 2, ,, T ) ,而且这些状态量都处于系统的混沌状态。标准状态量可直接作为观测数据( x o ( t i ) ,

yo ( ti ) , z o ( ti ) ) ,也可加入随机噪声得到更真实的模拟观测资料。

本文的目标是在已知部分观测资料的条件下,采用MCMC方法估计出 Lorenz混沌系统的多个未知

参数。下面利用贝叶斯公式来导出 Lorenz混沌系统未知参数的后验概率密度函数。假设方程( 5)中影

响模式状态量的 3个参数( R, C, b )都是未知的, 即对三个参数进行联合反演。模式初始状态量是( x 0 ,

y 0 , z 0 ) , 观察资料为 d= ( x o ( ti ) , yo ( t i ) , zo ( t i ) ) ( i= 1, 2, ,, 6) , 表示只使用部分观察资料。根据贝叶斯

公式( 1) ,且不考虑分母表示的常数项,则混沌系统未知参数的后验分布 p ( m d ) = p ( R, C, b d )通过

下式进行计算:

p ( R, C, b d) = p ( d R, C, b ) p ( R, C, b) ( 6)

式(6)已经假设 d= M( R, C, b ) + X,其中 M( R, C, b)表示 Lorenz系统的离散正模式, X为包含观测误差的

独立分布的随机噪声,并且假定随机噪声 X服从均值为零、标准偏差为 Ro 的正态分布, 即 X~ N ( 0, R
2
o )。

同时假设由数值求解算子 M 引进的误差远小于观测误差。通过上述假设,可以得到以下形式的似然函

数:

L ( d m ) = L( d R, C, b) = 1
( 2PR

2
o )

nP2exp[ - d - M ( R, C, b)
2P( 2R2o ) ] ( 7)

式中 n 表示观察资料数量, # 表示欧几里得范数。
在贝叶斯推理中,首先要设定每个未知参数的先验分布。在本文中假设所有未知参数的先验分布

都满足独立的均匀分布, 参数 R、C和 b 分别满足 U( R)、U ( C)和 U( b)表示的均匀分布,则总的先验分

布表示为

p ( m) = U( R) U( C) U( b ) ( 8)

均匀分布是一种最简单的先验分布,虽然只能指定未知参数变化的上下界,但是可以缩小对参数随机抽

样的目标区域, 有利于提高参数的估计精度, 该结论在下面的数值试验中将得到验证。一般来说,可以

通过经验知识和历史统计确定更准确和复杂的先验分布。自适应Metropolis算法的一个优点是对于 m

的任何先验分布都能够收敛于目标分布。由式( 6)、( 7)和( 8)可得,在给定观测数据的条件下混沌系统

未知参数的后验概率密度函数为

p ( R, C, b d) =
1

( 2PR
2
o )

nP2exp[ - d- M ( R, C, b )
2P( 2R2o ) ]#U ( R) U( C) U( b ) ( 9)

3  数值试验结果

在数值试验中, 模式初始状态量( x 0 , y 0 , z0 )取为( - 012028, 215418, 2410873) , 是 Lorenz系统混沌状
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态中一点。以该状态为初值,取积分步长 h= 0101, 设定时间积分区间为[ 0, 8] (单位为 s) ,然后对模式

进行积分, 就可以得到系统在离散时间序列 0h, 1h, 2h, ,, 800h 上的标准状态变量值。试验中只取部

分状态变量值作为观测量,抽取 0h, 40h, 80h, ,, 200h时刻的状态量作为n= 6个观测数据。在所选状

态量上叠加高斯随机数作为观测噪声,观测噪声的均值取为 0、标准偏差取为 Ro = 011。未知参数 R、C

和 b 的先验分布分别取如下形式:

U( R) =
1P15, 0< R< 15

0, otherwise
( 10)

U( C) =
0102, 0< C< 50

0, otherwise
( 11)

U ( b) =
011, 0< b< 10

0, otherwise
( 12)

以上面加入高斯噪声的状态量作为观测资料。三个先验分布概率密度取式( 10) ~ ( 12)所示的表达

式,则未知参数的后验概率密度函数表示为

p ( m d) =
1

( 2PR
2
o )

3exp[-
1

2R
2
o

E
6

i= 1
d

i
- M

i
( m)

2
] # U ( R) U( C) U( b ) ( 13)

其中 d
i
= ( x

i
o , y

i
o , z

i
o )表示所选的第 i 个观测向量; M

i
( m)表示对向量 m = ( R, C, b )进行更新后, 由

Lorenz离散模式积分到对应观测时刻得到状态量( x , y , z )的计算值。

      
图 1 参数 b 的 Markov链

Fig. 1 Markov chain of parameter b
          

图 2 参数 C的Markov 链

Fig . 2 Markov chain of parameter C

确定后验概率密度函数的表达式后, 就可以利用 MCMC 方法对未知参数进行随机抽样, 预先指定

抽样次数为 1000,参数初始值取对应的先验均匀分布中的随机值。自适应Metropolis算法在进行抽样

时,每次对未知随机向量进行更新后, Lorenz模式都要在研究的时间区间上进行一次积分, 计算后验概

率密度函数的值。然后, 通过和上一步后验密度函数值的比较, 来决定是否对未知随机向量进行更新。

三个未知参数的 Markov 链分别如图 1、2和 3所示,可以看出马尔科夫链在大约经历 800多次迭代后达

到收敛。取 800~ 1000步的链序列并采用后验均值方法计算参数估计值, 分别得到 R= 101001、C=
281021和 b= 216828。分析图中所示的试验结果可得如下结论:采用 MCMC 方法估计的未知参数具有

较高的准确性; 在相同的取样次数情况下,参数 R具有最高的估计精度,这与指定的先验分布的准确性

有关:相对于另外两个参数,参数 R的先验分布更接近真实值。采用 MCMC方法估计出( R, C, b )的值

后, 代入Lorenz混沌系统的离散模式可以得到所有状态量( x , y , z )的估计轨迹。图4、5和 6分别显示了

x、y 和 z 的估计轨迹、观测值和离散时间点上的真实值, 从图中可知,估计轨迹和真实值在 715s之前非
常吻合,验证了用MCMC算法同时对多个未知参数进行估计的正确性, 同时也表明了从部分较少的观

测数据成功估计出混沌系统参数的可能性。由于混沌系统的特性,即使参数估计值与真实值非常接近,
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      图 3 参数 R的 Markov链

Fig. 3 Markov chain of parameter R
           图 4 状态量 x 的比较图

Fig. 4 Comparison of state variable x

      
图 5  状态量 y 的比较图

Fig. 5 Comparison of state variable y
           

图 6 状态量 z 的比较图

Fig. 6 Comparison of state variable z

也仅能在短时间内有意义。从图 4~ 6可知,随着系统的长时间演化, 在 715s之后估计参数所表征系统
的状态量开始偏离真实状态量。

4  结 论

本文在贝叶斯理论的框架下,利用马尔科夫链蒙特卡罗( MCMC)算法来估计 Lorenz混沌系统中的

未知参数。主要结论归纳如下:

( 1) 即使观测资料中包含观测噪声,利用MCMC方法都能准确地估计出混沌系统参数; 利用少量观

测资料,估计参数所表征系统的状态量和真实状态量之间的误差很小。验证了利用MCMC方法估计混

沌系统参数的有效性。

( 2) 在相同的随机抽样次数情况下,如果对某参数指定的先验分布准确性越高, 则此参数的估计精

度也越高。

总之, MCMC方法是一种通过构造 Markov 链进行随机模拟的方法,通过和贝叶斯理论进行结合,构

造Markov 链的过程实际上是在由先验分布界定的空间内对未知参数进行随机最优搜索的过程。本研

究的结果表明, MCMC方法和许多确定性方法
[ 4- 7]
一样能准确估计混沌系统的多个未知参数, 同时具有

较好的抗噪声性能。

(下转第 145页)
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4  结 论

文中提出了一种混合模型时域仿真方法,该方法通过设置散射体数量阈值实现了点散射模型方法

与单元散射模型方法之间的无缝切换, 既克服了单元散射模型方法在散射体数量较少情况下高斯分布

假设带来的计算误差,又克服了点散射模型方法在散射体数量较多情况下计算复杂的问题。针对发射

信号为窄带信号的情况, 为降低计算量, 设计了先计算混响包络进而得到混响信号的方法,适用于满足

采样定理的任意采样率。最后,针对不同带宽、不同散射体密度情况仿真了混响信号, 仿真结果与理论

混响在频谱特性以及统计特性方面的一致性反映了仿真结果的合理性,针对统计特性的仿真试验则验

证了混合模型方法的优越性。
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