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摘  要:提出了一种线性分组码的最大似然译码( ML-decoding)差错概率下界的计算方法。差错概率的下

界优化实质上是对联合事件概率下界的优化,算法结合改进的 Dawson-Sankoff界的优化准则,提出了 AWGN 信

道下线性分组码差错冗余事件的判决准则, 得到了误码率下界的计算表达式。该表达式只依赖码字的

Hamming重量分布与信噪比, 较之类 de Caenps 界与类 KAT 界, 本算法得到的下界更紧, 计算量更低。针对

LDPC等线性分组码的数值结果证明了算法的优越性能。
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Abstract: A lower bound on the error rate of linear binary block codes ( under max imum likelihood decoding) over BPSK-modulated

AWGN channels is proposed in the current study . The essence of the optimization to the lower error rate bound is to optimize the lower

bound on the union probability of finite events. Combined with the optimizing rule of the improved Dawson-sankoff bound, we obtain the

judge rule of the redundant error events and obtain the calculation expression about lower bound of SER which solely depends on the

Hamming weight enumerator function of the code and the signa-l to-noise ratio ( EbPN0) . The algorithm can get the tighter lower bound

and has lower complexity than the de Caen. s kind bound and the KAT kind bound, which has been proved by the numerical results

applying to LDPC codes and the others.
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性能界的分析是一种不同于计算机仿真用来估计纠错码性能的方法: 对于给定参数(码率、码长等)

的码字集合,利用概率论与排列组合等知识能够推导出错误概率的上、下界关于信噪比的表达式;或者

对于特定的纠错码,只需要知道码字的汉明重量分布( Hamming Weight Enumerator function, WEF)或输入

- 输出重量分布函数( IOWEF-Inpu-t Output Weight Enumerator function)可以得到误码率或误比特率的上、

下界。性能界的研究与分析一直以来备受学者的关注,是理论分析码字性能、了解码字结构对性能影响

的重要手段,为好码的构造提供理论依据,对于信息论与编码理论的发展具有重要意义。

对性能界的研究包括两个方面:性能上界和性能下界, 本文主要针对下界进行研究。随着数学理论

的发展,利用联合概率事件的下界来估计码字的纠错性能受到越来越多的青睐
[ 1- 5]
。文献[ 4]将文献

[ 9]提出的 de Caenps不等式应用于二进制线性分组码的性能估计,得到了 BPSK-modulated AWGN信道下

的误码率的下界,该下界仅仅依赖于码字的WEF, 当信噪比( EbPN 0 )趋于无穷大时, 该性能界收敛于码
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字的联合上界( Union Upper Bound) ;文献[ 3]在文献[ 4]的基础上, 通过在 de Caenps不等式中引入优化函

数,根据优化的参数的数目分为三种性能下界: norm bound、do-t product bound和 Seguinps bound,而 Seguinps

bound是前两种界的特殊情况, 也就是文献[ 4]得到的结果,因此文献[ 3]得到的 norm bound、do-t product

bound较之文献[ 4]得到的 Seguinps bound更紧,性能更好。文献[ 10]提出了联合概率的 KAT 界, 并证明

了该下界比 de Caen界
[ 9]
与 Dawson & Sankoff界

[ 11]
更接近联合概率的真实值,为下界的发展指明了新的

方向。文献[ 2]利用KAT 界
[ 10]
得到了AWGN信道下高阶调制的非编码信号的误码率与误比特率下界的

表达式;文献[ 1]在文献[ 2]的基础上分析了 BPSK-modulated AWGN信道下编码信号的性能, 提出了两种

简化的下界计算方法: LB-f和LB-s,两种算法在降低计算复杂度的同时,提高了性能估计的精度,其中,

LB-f仅利用最小Hamming 重量码字的WEF 和码字两两之间乘积的重量分布; LB-s只需知道码的WEF。

目前, 基于联合概率下界的研究主要沿两方面进行: ( 1)在已有的界的基础上简化算法实现的复杂

度,满足基于图论的现代编码理论发展的需要,拓展现有性能下界在长码、高码率中的应用; ( 2)深化概

率论的理论研究,发现新的更紧的下界, 并将其应用于编码调制信道中, 推导出误码率与误比特率的下

界。根据思路( 1) ,本文在文献[ 6]分析的基础上, 提出了基于改进的 Dawson& Sankoff界的 AWGN信道

下线性分组码差错冗余事件的判决准则, 推导了误码率下界的计算表达式, 并给出了针对 LDPC 码、

Golay码与 BCH 码的数值结果,验证了该下界的优异性能。

1  Dawson & Sankoff界

111  传统的 Dawson & Sankoff界

Dawson& Sankoff界最早于 1967年在文献[ 11]中提出,具体描述如下述定理 1所示。

定理 1  假设 A 1 , A 2 , ,, AN 是概率空间 8, P 上的有限事件集合, 则有

P G
N

i= 1
A i \

1- H S
2
1

2S2+ 1- H S1
+

HS
2
1

2S2+ 2- H S1
( 1)

其中: S1 > E
N

i= 1
P A i , S2 > E

N

i= 1
E
i- 1

j= 1
P A i H Aj , H >

2S 2

S1
- õ

2S 2

S1
8。

定理 1中得到的 Dawson & Sankoff界仅仅依赖于单个事件的概率和事件成对出现的联合概率; 但当

N 很大时,计算复杂度仍然很大,文献[ 10]严格证明了该下界是KAT 界的特例,性能不如KAT 界紧。

112  Dawson & Sankoff界的改进

为了简化 Dawson& Sankoff界的计算,同时提高其性能,Hoppe在文献[ 6]中通过理论与实例证明:通

过移除满足优化准则的冗余事件可以提高联合概率的下界。这里以定理 2的形式给出文献[ 6]的结果,

相关证明详见文献[ 6]。

定理 2  假设 A 1 , A 2 , ,, AN 是概率空间 8, P 上的有限事件集合, 则有

P G
N

i= 1
A i \max

I

1- H I #S2
1 I

2S2 I + 1- H I #S1 I
+

H I #S2
1 I

2S2 I + 2- H I #S1 I
( 2)

这里, I A 1, 2, ,, N , S1 I = E
i I I

P A i , S2 I = E
i I I

E
j I I , j< i

P Ai H Aj , H I =
2S2 I

S1 I
- õ

2S2 I

S1 I 8。

其中,式( 2)右边的最大值在 I= I
*
时取得, 而对于Pj I 1, 2, ,, N ,当且仅当:

Aj A G
i I I

*
Ai ;  P Aj -

1
K

# E
i I I

*

P A j H A i < 0 ( 3)

成立时, A j | AI
* 。这里有: A I

* > Ai i I I
*

, K > 1+ õ
2S 2 A I

* GAj

S1 AI
* G Aj

8。

式( 3)即为去除冗余事件的优化准则, 通过判断该式是否成立来决定是否从 I
*
中移除当前事件。

因此根据式( 2)能得到更紧的下界,同时简化了下界计算的复杂度。
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2  基于改进 Dawson& Sankoff界的差错概率下界分析

线性分组码码长 N ,编码后码字个数为 M , 经 BPSK调制后形成 M 个等能量的信号 s0 , s1 , ,, sM - 1。

假设 s t 经AWGN信道传输后,接收的信号为 R , s0 , s1 , ,, sM- 1与 R 均为N 维矢量,有

R= st + n ( 4)

n 为N 维随机变量,各分量为相互独立的、均值为 0、方差为 N 0P2的高斯随机变量。接收端采用最大似

然译码(ML)算法将 R 译成与其欧氏距离最短的信号。因此, 在传送 s t 的条件下发生译码错误的概率

为

P E s t = Pr G
M- 1

i= 0
i X t

Eti s t ( 5)

其中: Eti > R R- s i [ R- s t , 即欧氏空间中距离 s i 比 s t 近的接收矢量集合; # 表示信号之间

的欧氏距离。

文献[ 7]的 Proposition 1指出:在对称无记忆信道中,线性分组码的条件译码错误概率与传输的码字

无关,即: P E st = P E s i = P E s0 i , t X 0; i X t , 证明可参考文献[ 7]的 Appendix B。因此,

P E = E
M- 1

t= 0

P E s t @ P s t = P E s 0 # E
M- 1

t= 0

P s t = P E s0 = Pr G
M- 1

i = 1
E0 i s0 ( 6)

其中, s0 表示全 0码字经 BPSK调制后对应的信号; E
M- 1

t= 0
P s t = 1。

211  基于传统 Dawson & Sankoff界的误码率下界推导

在式 ( 1 ) 中, 令: A i > E0i = R R- s i [ R- s0 , Ai H A j > E0i H E0j =

R R- si [ R- s0 , R- s j [ R- s0 , 则

P E = Pr G
M- 1

i= 1
E0i s0 = Pr G

M- 1

i= 1
A i ( 7)

而根据文献[ 4]知

P A i = Q
s i- s 0

2N 0

;  P A i HA j = 7 Qij ,
s i- s0

2N 0

,
s j- s0

2N 0

( 8)

其中,

Q x =
1

2PQ
+ ]

x
exp - t

2P2 dt ;  Qij =
3s i - s 0 , sj - s04
s i - s0 # s j - s0

7 Q, x , y = 1

2P 1- Q
2

#Q
+ ]

x Q
+ ]

y
exp -

t
2
- 2Qts + s

2

2 1 - Q
2 dtds

( 9)

又由 BPSK调制原理知

s i- s0 = 2 E s#w ci ;  3s i- s0 , sj - s04= 2E s# w ci + w cj - w c i Ý cj ( 10)

其中/ Ý 0表示/异或0运算。根据式( 9)、( 10)有: Qij =
w c i á cj

w c i # w cj
, / á0表示对应元素相乘,故有

Qij [ Dij > min
w ci

w cj
,

w cj

w ci
,
w ci + w cj - Dmin

2 w c i #w cj
( 11)

其中, Dmin表示码字的最小汉明距离,对线性码而言,也代表了码字的最小汉明重量。

综合式( 1)与式( 7) ~ ( 11)知

P E \

1- H # E
i X0

Bi # Q 2i#
Es
N 0

2

E
i X0

B i - 1 # 7 Qii , 2i #
E s

N0
, 2i #

E s

N 0
+ E

j X0, i

Bj # 7 Qij , 2i#
Es
N 0

, 2j #
E s

N0
+ 1- H # E

i X0

B i # Q 2i #
E s

N0
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+

H# E
iX0

Bi # Q 2i #
E s

N0

2

E
i X0

Bi - 1 # 7 Qii , 2i #
E s

N0
, 2i#

Es
N 0

+ E
j X0, i

Bj # 7 Qij , 2i #
Es
N0

, 2j #
Es
N0

+ 2- H # E
i X0

Bi # Q 2i#
Es
N 0

( 12)

其中, B i = c c I C , w c = i ,即 Hamming重量等于 i 的码字个数,且

H=
E
i X0

B i - 1 # 7 Qii , 2i #
E s

N 0
, 2i #

E s

N 0
+ E

j X0, i
Bj # 7 Qij , 2i #

E s

N 0
, 2j #

E s

N 0

E
i X 0

B i # Q 2i #
E s

N 0

-
õ

E
i X 0

B i - 1 # 7 Qii , 2i #
E s

N 0
, 2i #

E s

N 0

+ E
j X 0, i

B j # 7 Qij , 2i #
E s

N 0
, 2j #

E s

N 0

E
i X 0

B i # Q 2i #
E s

N 0

8

( 13)

式( 12)得到的误码率的下界不仅需要知道码字的WEF,还需知道码字两两之间乘积的重量分布。用式

( 11)中的 Dij代替Qij , 误码率下界可由码字的WEF 完全决定。文献[ 4]中利用Hermite多项式与偏微分证

明了函数 7 Q, x , y 是参数 Q的递增函数,故上述替代导致式( 12)分母变大, 从而使式( 12)右边变小,

误码率的下界变小, 下界性能变差。

212  基于改进 Dawson & Sankoff界的误码率下界推导

根据定理 2知,改进Dawson& Sankoff界的关键是判断概率事件是否满足优化条件,即是否满足式

(3)。如果满足,则当前事件将被去除;否则,当前事件将被保留, I
*
中加入当前事件将改善下界的性能。

为了有效利用改进的Dawson & Sankoff 界推导误码率的下界, 首先初始化: I
* 0

= i w ci = Dmin ,即

所有Hamming 重量最小的码字组成的集合;同时,还需推导出对应的优化准则,假设当前事件 A j= E0j=

R R- sj [ R- s0 ,而信号 sj 对应的码字 cj 的 Hamming 重量为 w cj ,则式( 3)转化为

Q 2w cj #
E s

N 0
-

1
K

# E
i I I

*

7 Dij , 2w c i #
E s

N 0
, 2w cj #

E s

N 0
< 0 ( 14)

即:当式( 14)满足时, A j | AI
* ,其中, AI

* > A i i I I
*

; K > 1+ õ
2S 2 A I

* GA j

S1 AI
* G Aj

8。

上式中计算 K 的关键是计算S1 AI
* G Aj 与S2 AI

* G Aj , 由定理 2中对两者的定义可以很容易

得出

S1 AI
* G Aj = Q 2w cj #

E s

N 0

+ S 1 AI
*

S2 AI
* G Aj = E

i I I
*

7 Dij , 2w ci #
E s

N 0
, 2w cj #

E s

N 0

+ S 2 A I
*

( 15)

在已知 S1 A I
* 与 S2 A I

* 的前提下,根据式( 15)能够很快地求出 S 1 A I
* GA j 与S 2 A I

* GA j ,

因此可以很容易判断出式( 14)是否满足,而式( 14)也就是差错冗余事件的判断准则。

结合 211小节与上面的分析,得到基于改进 Dawson & Sankoff界的误码率下界算法, 其具体步骤如

表1所示。

3  数值结果与分析

为了验证基于改进 Dawson & Sankoff 界的误码率下界的性能, 分别针对 Regular-LDPC ( 128, 3, 4)、

BCH( 63, 10)和Golay( 23, 12)对各种界的性能进行了对比,其中: Regular-LDPC( 128, 3, 4)的构造来自 David

J1C1Mackay 的主页
[ 12]

,后两种码均出自文献[ 1]。
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表 1  基于改进 Dawson & Sankoff界的误码率下界算法

Tab. 1 Algorithm of the lower bound on SER based on the improved Dawson & Sankoff bound

( 1)初始化 I * : I * 0 = i w c i = D min ,令迭代次数 l = 0,并计算 S1 AI
* 与 S2 A I

* :

S1 AI
* 0 = BD

min
@ Q 2Dmin#

E s

N 0

;  S2 A I
* 0 = BD

min

BD
min

- 1 @ 7 1, 2Dmin#
E s

N 0

, 2D min#
Es

N 0

2

= BD
min

BD
min

- 1 @ Q 2D min#
E s

N 0

2

( 2)选取剩余码字中Hamming重量最小的 cj 对应的A j 进行考虑, 根据式( 15)计算

S1 A I
* l G Aj 与S2 AI

* l G Aj , 并判断式( 14)是否满足:

¹ 如果满足,则 Aj | A I
* , I * l+ 1 = I * l , S 1 AI

* l+ 1 = S1 AI
* l , S2 AI

* l+ 1 = S2 AI
* l , l= l

+ 1,并转步骤( 3) ;

º 否则, A j I AI
* , I * l+ 1 = I * l G j , 并对 S 1 A I

* l+ 1 与 S2 AI
* l+ 1 重新进行赋值:

S1 AI * l+ 1 = S1 AI * l G Aj ;  S2 A I* l+ 1 = S2 A I* l G A j

同时令 l= l+ 1, 并转步骤( 3) ;

( 3)判断所有事件是否处理完毕, 如果尚未完成,则转步骤( 2) ; 否则,转步骤( 4) ;

( 4)计算 H I * l =
2S2 A I

* l

S1 A I
* l

- õ
2S 2 A I

* l

S 1 AI
* l

8,并通过下式得到误码率下界:

P E = Pr G
M- 1

i= 1
E0i s 0 = P G

N

i= 1
A i

\
1- H I * l #S2

1 A I
* l

2S2 A I
* l + 1- H I * l #S1 AI

* l
+

H I * l #S 2
1 AI

* l

2S2 A I
* l + 2- H I * l #S1 AI

* l

图 1  针对 Regular-LDPC( 128, 3, 4)的各种界对比

Fig. 1 Comparison of various bounds applying to Regular-LDPC( 128, 3, 4)

  图 1给出了针对 Regular-LDPC( 128, 3,

4)码的数值结果,分别画出了文献[ 1]中提

出的 LB-S 下界、文献[ 4]的 Seguinps Bound、

本文所提出的下界与Union Upper Bound的

性能曲线, 为了进一步判断本文所提下界

的性能, 同时给出了和积译码算法的仿真

结果(迭代次数设为 50)。从图中可以看

出, 在图中所示的信噪比( EbPN 0 )范围内:

[ - 1, 5] (单位: dB) ,本文提出的下界比 LB-

S下界和 Seguinps Bound 性能更紧, 得到的

SER 更接近迭代译码算法仿真获得的结

果,与Union Upper Bound的距离更近;并且

当信噪比增大时, 上述三种下界趋于Union

Upper Bound,与文献[ 4]中 Section Õ证明的

结果相一致。

图2针对Golay( 23, 12)码, 比较了文献[ 3]提出的 norm bound、do-t product bound和本文提出的下界的

性能。在低信噪比时,因为表 1算法中 I
*
包含的事件数较少, 本文得到的下界比 do-t product bound稍

低,性能稍差;而随着信噪比的增加,性能很快超过 do-t product bound,这从图 2( b)的放大图中可以看出,

本文的下界在 do-t product bound的上方;同时,从图 2( a)还可以看出,信噪比在[ - 1, 8]的范围内,本文所

提下界的性能均优于 norm bound; 从图 2还看出本文下界的性能与译码仿真的结果相距不大,特别是在

高信噪比时性能趋于译码仿真所得的结果。

针对 BCH( 63, 10)码, 分别从 SER、运行时间、被选事件集合中最大的 Hamming 重量、被选集合中

Hamming重量为 Smax的码字个数 BS
max

I 1 四个方面对 LB-S Bound与本文下界进行了对比, 如表 2所示。

从表中可以看出, 本文下界的性能优于 LB-S Bound, SER更高;同时, 运行时间缩短,特别是当信噪比较
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图 2  针对 Golay( 23, 12)的各种界对比

Fig. 2 Comparison of various bounds applying to Golay( 23, 12)

大时,被选事件集合的范围变大,运算速度的优势更明显。除了信噪比在 4dB处,两者的集合大小不同

外,其它情况下集合完全相同。

表 2 针对 BCH( 63, 10)码的性能对比(本文下界 VS1LB-S bound[ 1] )

Tab. 2 Performance comparison between our lower bound and LB-S bound applying to BCH( 63, 10)

EbPN 0( dB) 2 4 8

LB-S

Bound

[ 1]

max weight : Smax 27 28 36

BS
max

I 1 196 206 196

SER 31868599e- 03 11832994e- 04 21 762258e- 11

run time 411s 616s 912s

Our

Lower

Bound

max weight : Smax 27 28 36

BS
max

I * 196 252 196

SER 51985969e- 03 6139193e- 04 91 63548e- 11

run time 311s 415s 713s

4  结束语

本文在文献[ 6]的基础上提出了 AWGN 信道下线性分组码差错概率事件冗余的判断准则,推导了

SER下界的表达式,对LDPC、BCH、Golay 等码的数值结果证明:该下界较之类 de Caenps界与类KAT 界更

紧,计算量更小,运行速度更快。
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