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基于双二体假设的载人登月混合轨道特性分析及设计
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摘  要:混合轨道是载人登月轨道的重要类型之一。利用混合轨道的组成特点,提出在双二体假设下以

自由返回轨道为基础的混合轨道计算方法。主要对混合轨道的特性进行分析, 给出混合轨道在能量消耗和飞

行时间等方面的特性。在涉及月球运动的计算时,考虑月球运动的非圆性, 对传统双二体假设略作修改。给

出混合轨道的设计实例,仿真结果验证了本文提出方法的有效性。
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Characteristic Analysis and Design of Hybrid Trajectory for Manned

Lunar Landing Mission Based on Double Two-body Model
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Abstract: Hybrid trajectory is one of the most important trajectory types for manned lunar landing mission. Using the componential

characteristic of hybrid trajectory, a hybrid trajectory calculation method based on free return trajectory was proposed under double two-

body model. Then, the major characteristics of hybrid trajectory were analyzed, such as energy requirement and time of flight. A little

modification was made when calculating the ephemeris of the Moon, in which the Moon motion around Earth was considered as

noncircular orbit instead of circular orbit. Finally, a design example was presented while the results of the simulation validate the method

proposed.

Key words: manned lunar landing mission; hybrid trajectory; characteristic analysis; double two-body model

满足载人登月的轨道有两类: / 自由返回0轨道 ( Free Return Trajectory ) 和 /混合0轨道 ( Hybrid

Trajectory)
[1]
。其中,自由返回轨道在无近月点月球捕获机动的情况下,环绕月球后将返回到地球。若

飞船在飞行过程中发生故障(如美国的载人飞船 Apollo 13) ,无需进行变轨,继续沿自由返回轨道飞行,

就可安全返回地球。但是该类轨道受倾角约束条件限制,可访问的区域只限于月球赤道附近
[ 1- 2]
。混

合轨道由自由返回轨道和非自由返回轨道组成。由于非自由返回轨道在理论上不受倾角限制, 其设计

也较为灵活,可以为载人登月在飞行任务、着月点、飞行时间等方面提供更多的选择, 因此得到广泛应

用。美国载人飞船Apollo 12、13、14等飞行轨道就是混合轨道
[ 3- 4]
。

关于载人登月轨道的设计和特性分析问题,文献[ 5]给出了在考虑任务中止(Mission Abort )约束下

混合轨道的设计与优化问题,但只对设计和优化过程进行描述, 未给出具体的模型。文献[ 6]提出利用

最优化的方法设计自由返回轨道。文献[ 7]主要研究载人登月的任务中止轨道, 其中也对自由返回轨道

的特性进行了分析。由于混合轨道比自由返回轨道复杂, 除了具有自由返回轨道一些特性(如飞行时

间)外,其非自由返回轨道段的特性与自由返回轨道必将有所不同,因此,有必要对混合轨道的特性进行

研究,为载人登月任务的顶层分析与设计提供参考,以提高任务设计的效率。
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1  考虑月球轨道非圆性的圆锥曲线拼接法

双二体假设也称为圆锥曲线拼接法
[8- 9]
。传统的圆锥曲线拼接法将月球看成是在白道面内绕地心

以地月距 REL = 384 400km为半径作圆周运动的空间几何点,其轨道速度 VL = LEPREL = 11018kmPs,其

中, LE 为地球引力常数。月球影响球半径 QL = 66 200km。但实际的月球运动是绕地球作椭圆运动,其

椭圆轨道偏心率的平均值为 010549。在偏心率作用下,实际地月距与双二体假设下的地月距最大差约

2万 km,最大速度差约 60mPs。尽管这种误差对于地心段而言仅为地月距的 5%左右,但对于近月段,其

误差则已经超过月球影响球半径的 30%, 因此,不能忽略月球轨道的非圆性对月球探测器和载人登月

轨道设计的影响。

设月球相对于地心的位置、速度矢量分别表示为 r
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其中, KB、UB 分别为入口点的纬度和经度。给定入口点 B 的经度、纬度和到达入口点时刻(用于计算月

球位置) ,则由式( 1)即可得到入口点 B 相对于地心的位置矢量,只要再求得入口点 B 相对于地心的速

度,即可完成曲线拼接。下文将给出入口点 B 地心速度的计算方法。

设入口点 B 月心速度的单位矢量为 v̂
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B 的计算不涉及月球运动的非圆问题, 其计算方法参见文献[ 8- 9]。此处,由 v
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在地心段, 由能量守恒和动量矩守恒,可以推导出关于 ÛxEB 的一元二次方程。详细推导过程与文献

[ 8]相似。此处, 省去推导过程, 直接给出关于 Ûx E

B 的一元二次方程:
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E 为地月转移加速点A 的地心距, ( A 为加速点A 的航迹角。

解式( 6)获得 Ûx E

B 后, 进而由式( 4)、式( 5)求出 Ûy E

B、Ûz
E

B , 从而得到入口点 B 对地心速度矢量 v
E

B 和对月

心速度矢量 v
L

B。

至此, 入口点 B 相对地心的位置矢量 r
E

B、速度矢量 v
E

B 和相对月心的位置矢量 r
L

B、速度矢量 v
L

B 均已

求出。将入口点 B 作为载人登月轨道的拼接点, 向前,可以计算近月段轨道; 向后,可以计算地心段轨

道。即可求得所需的载人登月轨道。圆锥曲线拼接的其余步骤及方法可参见文献[ 8- 9] ,此处不再详

述。

2  混合轨道的组成及计算方法

211  混合轨道的组成

混合轨道由自由返回轨道段和非自由返回轨道段组成。在混合轨道中, 飞船先沿自由返回轨道飞
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行,然后进行轨道转移机动(也称/混合机动0)进入非自由返回轨道, 其轨道的组成如图 1所示。理论

上,若不增加额外的机动,沿该轨道不能安全返回地球。但另一方面,由于没有返回约束,使得非自由返

回轨道理论上不存在倾角限制,且在到达月球的时间、可选择的着月点和地面测控等方面均具有较强的

灵活性, 因此,得到广泛的应用。图1中,从加速点A 到变轨点M 的飞行时间用T 1 表示,在变轨点 M 处

变轨所需速度冲量为 $V ,从变轨点 M 到入口点B 的飞行时间用T 2 表示。

图 1  混合轨道示意图
Fig. 1  Sketch of hybrid trajectory

212  混合轨道的计算方法

由混合轨道的组成特点可知, 混合轨道的计算分两个阶段进行: 首先根据前述圆锥曲线拼接法进行

自由返回轨道的设计,得到自由返回轨道 R0 a0 , e0 , i0 , 80 , X0 , M0 , 该轨道进入月球影响球之前相对

于地心惯性坐标系是椭圆轨道;飞船在自由返回轨道上运行至变轨点 M ,进行轨道机动进入非自由返

回轨道。根据圆锥曲线拼接法设计自由返回轨道的方法可参考文献[ 2]。下面给出在自由返回轨道的

基础上,设计混合轨道的方法。其基本点是通过设计从点 A 到点M 的飞行时间T 1 和变轨速度冲量

$V,计算得到混合轨道。

设速度冲量 $V沿矢径方向、切向方向和轨道法向的分量分别为 $vr , $v t , $v n , 则轨道机动引起的

轨道改变量 $R $a , $e , $i , $8 , $X, $M 为
[ 8]
:
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T
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其中, n0 为轨道 R0 的平均运动角速率, p 0 为轨道半通径, r 为点M 处的矢径模, f 和E 分别为点M 处真

近点角和偏近点角。

通过变轨得到轨道 R1 ( a1 , e 1 , i1 , 81 , X1 , M1 ) ,在只考虑二体引力的情况下, R1 ( a1 , e1 , i 1 , 81 , X1 ,

M1 )与 R0 ( a0 , e0 , i 0 , 80 , X0 , M0 )之间的关系为

R1 a1 , e 1 , i 1 , 8 1 , X1 ,M1 = R0 a0 , e 0 , i 0 , 8 0 , X0 ,M0 + $R $a, $e , $i , $8, $X, n0T 1+ $M ( 8)

用两种方法确定变轨所需速度冲量,其中,方法一为数值方法,方法二为解析法。

( 1)方法一

设 T 2 为从 M 到入口点B 的飞行时间,则有

M 2= M1 + n1T 2 ( 9)
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其中,M2 为 B 点处平近点角, n1 为轨道 R1 的平均运动角速率。另一方面,在入口点 B 处有

r
L

B = r
E

B- r
L

E = QL ( 10)

利用上述圆锥曲线拼接法,通过迭代计算即可求得 T 2 和 B 点的状态。由 B 点的状态,容易得到近月点

P 的轨道根数。再由 P 点状态判断是否满足设计要求,若不满足要求,重新调整速度冲量 $V和飞行

时间T 1 ,重复上述步骤,直到满足要求。

为了使所需能量最省,即速度冲量的模 $V 最小, 需要对上述步骤进行优化处理。结合近月距和

对月倾角,取目标函数为:

J= Kv $V + K r r- r0 + K i i- i 0 ( 11)

其中, r、r0 分别表示实际近月距和要求达到的近月距, i、i0 分别表示实际相对月球的轨道倾角和要求

达到的轨道倾角。K v、K r 和K i 为常数系数,分别用于调整 $V 、 r- r0 和 i- i 0 三者之间的权重。

于是, 可以建立满足约束条件的最优化问题, 应用最优化方法进行求解, 即可得到满足约束条件的混合

轨道。

( 2)方法二

方法一是从机动变轨的速度冲量出发,计算终端条件(近月距、对月轨道倾角等) , 通过迭代计算得

到满足终端条件的混合轨道。反过来, 也可以用逆推的方法, 由终端条件计算所需的速度冲量, 进而得

到满足要求的混合轨道。此时,可以把混合轨道看作是自由返回轨道经过一次中途修正后得到,从而借

助中途修正的方法对混合轨道进行设计。这也是有关文献将混合机动看作是一次中途修正的原

因
[ 3- 4]
。推导过程如下:

混合变轨后,所得的近月距和对月倾角可以表示为

r0+ $r , i 0+ $i
T
= g M

LF
LI #S2#MLI

EI#S1# r
E
M , v

E
M0+ $V

T
( 12)

其中, S1、S2 为状态转移矩阵, M
LI
EI、M

LF
LI为坐标转换矩阵。S 1 表示将变轨点 M 的状态(变轨后状态)转

移到入口点 B ,M
LI

EI表示将入口点B 的状态从地心惯性坐标系转换到月心惯性坐标系; S2 表示将入口点

B 的状态转移到近月点P, M
LF

LI表示将近月点P 的状态从月心惯性坐标系转换到月固坐标系; g 表示由

近月点P 的状态计算终端条件。

将式( 12)进行线性展开, 由于变轨处位置不变(冲量假设) , 故可将线性展开式写成关于 $V的增量

形式,即

$r $i
T
= G#MLF

LI #S2#MLI
EI#S1# 0 $V

T
( 13)

其中, G是 r 和 i关于近月点状态的偏导数矩阵。于是可以由终端误差,计算得到混合变轨所需的速度

冲量:

$V= S
- 1
1 # M

LI
EI

- 1#S - 1
2 # M

LF
LI

- 1#GT# G#GT - 1# $r $i
T

( 14)

综合上述分析, 可以根据混合轨道与自由返回轨道在近月段的差值 $r 和 $i ,求得混合变轨所需的

速度冲量。

3  混合轨道特性分析

由上述分析可知,与自由返回轨道相比, 混合轨道在近月距、近月轨道倾角上有所不同。混合轨道

涉及的轨道机动就是为了改变近月距和近月轨道倾角。因此,轨道机动所消耗的能量是关注的重点。

( 1)轨道倾角改变与能量消耗的关系

混合轨道初始段是自由返回轨道, 若沿自由返回轨道达到月球, 则到达月球时相对月球的倾角被限

制在赤道周围。因此,为了使混合轨道到达月球的倾角增大,就必须进行改变轨道倾角的机动。改变轨

道倾角所需速度冲量与轨道倾角的改变量、变轨时刻之间的关系如图 2所示。图 2中, 横坐标表示从地

月转移加速点起算的飞行时间 T 1 ,纵坐标表示满足相对月球轨道倾角所需的速度冲量 $V, 图中不同曲

线表示不同的倾角改变量 $i。图 2中给出了 $i= [ 5b, 65b]区间内的情况, $i > 65b的情况也符合此规
律,但是由于能量消耗较大, 一般不宜采用。Apollo 计划中, 实施登月的Apollo 11~ Apollo 17(除去未成
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功登月的Apollo 13)对月表的探测范围也仅为南北纬 30b[10]。

   图 2  轨道倾角改变量与能量消耗之间的关系
Fig . 2 The relationship between energy

    requirement and inclination change

      图 3 近月距改变量与能量消耗之间的关系
Fig . 3 The relationship between energy

   requirement and perilune change

从图 2可以看出, 倾角改变量越大,所需速度冲量也越大; 同一倾角改变量,随着 T 1 的增加,所需速

度冲量先减后增,因此,通过调整变轨时刻 T 1 ,可以求得所需速度冲量最小的变轨时刻。

( 2)近月距改变量与能量消耗的关系

由于初始自由返回轨道的近月距与任务要求的近月距一般不同,且一般都比较高,因此在进行混合

轨道机动时,除要进行轨道倾角的改变外,还要考虑满足近月距约束, 进行降低轨道高度的机动。轨道

倾角改变和近月距改变两者可以同时进行,也可以单独进行。因为改变倾角的机动, 对近月距也有影

响,不失一般性,下面给出倾角改变量为 25b时, 近月距改变量与能量消耗的关系,如图 3所示。由图 3

可知,相对改变倾角所需能量消耗,改变近月距所需的能量较少。只需要进行几 mPs的速度改变量,即

可使近月距变化几百 km。

( 3)进入非自由返回轨道机动时机与能量消耗的关系

不同时刻由自由返回轨道变轨进入非自由返回轨道, 所需能量应不同。下面给定倾角改变量为

25b、近月距改变量为 400km时,进入非自由返回轨道机动时机与能量消耗的关系,如图 4所示。

  
图 4  混合机动时机与能量消耗的关系

Fig. 4  The relationship between energy requirement
 and the time of hybrid maneuver   

    
图 5  混合轨道的能量消耗和总飞行时间之间的关系

Fig. 5  The relationship between energy requirement

and the total time of flight    

由图 4可知, 随着 T 1 的增加, 从自由返回轨道进入混合轨道所需速度冲量先减后增,所需速度冲量

在10~ 60mPs。在TLI(地月转移加速)后 10~ 24h之内, 速度冲量较小, 且变化较为缓和,可以选择在此

段时间内进行轨道机动。

( 4)混合轨道的能量消耗和总飞行时间特性

在载人登月任务中, 一方面,希望在整个飞行任务消耗的能量最小;另一方面,又希望飞行时间尽量

短。能量和时间往往成为需要权衡的两个因素。下面给出不同 T 1 时刻进行机动变轨进入非自由返回

轨道时,混合轨道总的飞行时间(从 TLI至近月点)和能量消耗的关系,如图 5所示。由图 5可以得到混

合轨道飞行时间的重要特性, 即混合轨道的总飞行时间等于自由返回轨道地月转移段的总飞行时间时,
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混合轨道机动所消耗的能量最小。由于混合轨道的飞行时间由初始自由返回轨道段上的飞行时间和非

自由返回轨道段上的飞行时间组成,因此,混合轨道的这一特性还可以表述为:当混合轨道在非自由返

回轨道上的飞行时间与继续沿原自由返回轨道飞行所需的时间相等时,混合轨道机动所消耗的能量最

小。

4  仿真算例

首先, 利用本文提出的考虑月球运动非圆性的圆锥曲线拼接法设计得到一条自由返回轨道, 如表 1

所示。由表1可知,该自由返回轨道的近月距为1843117km,对月倾角为 17415b。
表 1 初始自由返回轨道根数

Tab. 1 The orbital elements of initial free return trajectory

轨道段 a( km) e i(b) 8 (b) X(b) f (b)

1 298 4721314 703 01977 960 6 281 487 010 2 3571828 609 3561 547 696 010

2 - 43071303 292 11428 150 1741517 515 2071464 078 221087 756 7 0

  注: ( 1)轨道段 1 为初始自由返回轨道地心段,轨道历元: 2025 9 17 19: 48: 281965( UTC) ;

( 2)轨道段 2 为初始自由返回轨道月心段,轨道历元: 2025 9 20 17: 21: 521117( UTC) , 近月距 1843117km。

为了降低近月距,同时扩大月面探测范围,取 r0 = 1838km, i0 = 150b。运用本文提出的两种方法进

行计算,其中,方法一对式( 11)进行优化时, 取K v= 1, K r= 011, K i= 011, 则当 T 1= 10h时,目标函数值取

最小值 J
*
= 12175。此时, 近月距 r= 1838114km,对月倾角 i= 14919b。为了方便比较,方法二变轨点的

取法与方法一相同。两种方法计算得到变轨所需速度冲量 $V如表 2所示。表2中, $vr , $v t , $v n 分别

为轨道坐标系下径向、切向和法向三个速度分量, $vx , $v y , $vz 为 J200010地心惯性坐标系下的三个速

度分量。

表 2 混合机动所需 $V

Tab. 2 The delta V requirement for hybrid maneuver

速度分量 $v r ( mPs) $ v t ( mPs) $vn ( mPs) $ vx ( mPs) $ vy ( mPs) $v z ( mPs)

方法一 010 - 41399 663 111927 489 11957 371 - 21340 749 121 341 459

方法二 01000 13 - 41399 627 111927 493 11957 213 - 21340 708 121 341 483

  由表 2可以看出, 由于只改变近月距和对月倾角, 故 $v r 约为零; 近月距改变较小(仅 6km) ,故 $vt

较小;倾角改变较大(约25b) ,故 $v n 较大。这些结果与特性分析的结论是吻合的,且两种方法计算结果

相差仅约 011mmPs。在该速度冲量作用下,计算得到的非自由返回轨道如表3所示。

表 3  非自由返回轨道根数

Tab. 3 The orbital elements of non- free return trajectory

轨道段 a( km) e i(b) 8 (b) X(b) f (b)

1 297 3341322 934 01978 193 8 271 474 623 4 3581985 734 4 3551 335 556 1551949 809 7

2 - 43081702 025 11426 611 7 1491907 623 3101459 453 1231 614 703 0

  注: ( 1)轨道段 1 为非自由返回轨道地心段,轨道历元: 2025 9 18 05: 48: 281965( UTC) ;

( 2)轨道段 2 为非自由返回轨道月心段,轨道历元: 2025 9 20 17: 16: 391167( UTC) , 近月距 1838114km。

为了验证其合理性, 将上述结果输入 STK, 混合轨道在STK中的空间三维轨迹如图 6所示。仿真结

果表明,本文提出的方法是有效和正确的。

5  结束语

仿真结果表明, 从自由返回轨道出发,利用本文提出的能量最优方法可以设计得到满足月球探测要

求的混合轨道。本文重点对混合轨道的特性进行了分析,结果表明, 当混合轨道地月转移段总的飞行时
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图 6 STK 演示的混合轨道空间三维轨迹

Fig . 6 The spatial 3D trajectory of the hybrid trajectory in STK

间等于自由返回轨道地月转移段总的飞行时间时,混合轨道机动所消耗的能量最小。下一步,我们将结

合发射窗口、地面测控和光照等约束条件对混合轨道的测控、机动变轨的时机和任务中止等问题进行分

析。
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