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航天器交会中的多圈 Lambert问题研究
X

谭丽芬,闫  野,周  英,唐国金
(国防科技大学 航天与材料工程学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:针对大椭圆轨道追踪器固定时间直接碰撞交会问题,介绍了一种快速确定多圈 Lambert问题最优

解的新方法。研究了多圈Lambert转移解, 分析了转移时间与转移轨道参数的关系; 研究了无时间约束最优直

接碰撞交会及其必要条件。仿真表明:最优解快速确定方法有效、可行, 并可提高计算效率。
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Research on Multiple- revolution Lambert Problem in

Spacecraft Rendezvous

TAN L-i fen, YAN Ye, ZHOU Ying ,TANG Guo- jin

( College of Aerospace and Material Engineering, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract : According to the fix ed- time hard rendezvous with chase spacecraft in high eccentric orbit, a new algorithm was introduced

to solve multiple- revolution Lambert problem, which can find the optimal transfer orbit quickly. The solutions of multiple- revolution

Lambert transfer problem were researched, and the relationship between transfer time and transfer orbit elements was figured out while the

optimal rendezvous problem without time constraint was also studied. The calculation results for fixed- time rendezvous validate the

correctness and high- level efficiency of the algorithm.
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Lambert问题是航天动力学中的一个基本问题,其实质是两点边值问题,主要研究如何根据两个位

置矢量和转移时间确定航天器转移轨道。依转移时间长短可分为经典 Lambert问题与多圈 Lambert问

题。在经典 Lambert问题中, 转移时间短于转移轨道周期。在多圈 Lambert问题中, 因转移时间较长,航

天器需要在转移轨道上停泊多圈以节省燃料。Lambert问题涉及范围广,在空间交会、星际飞行等领域

中都有应用。在空间交会中, 追踪器与目标航天器的交会有直接碰撞交会与软交会两种方式,直接碰撞

交会在交会点只有相对位置约束, 而软交会在交会点同时有相对位置与相对速度约束。

关于 Lambert问题,目前已有一些较深入的研究。文献[ 1]研究了共面、沿圆轨道同向运动两航天器

的固定时间双冲量最小速度增量交会问题,提出了一种可以快速确定最优解的方法。文献[ 2]基于共面

两圆轨道上的两个固定点交会问题,给出了一种多圈Lambert问题求解方法;其研究表明多圈Lambert算

法可节省燃料。文献[ 3]研究了基于多脉冲多圈 Lambert 方法的远程调相问题。文献[ 4]应用 Lagrange

飞行时间方程研究两圆轨道上两固定点间的Lambert交会问题, 提出满足最小变轨速度增量要求的轨道

转移图解法。文献[ 5]采用求解 Gauss问题的普适变量法求解 Lambert问题,清晰描述了 Lambert问题的

另一种求解思路,得到了多圈 Lambert问题解。本文采用文献[ 1]提出的辅助转移方法,重点研究了共面

与非共面两种情况下大椭圆轨道追踪器固定时间交会问题中的多圈 Lambert算法最优解确定。

1  固定时间多圈 Lambert 转移研究

给定两位置矢量 r 1 , r 2 ,对应 P、Q两固定点(见图 1) ,过该两点的椭圆转移轨道有无数多条。给定
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图 1  Lambert问题几何示意图
Fig. 1  Geometry of Lambert problem

航天器运行方向, 若转移轨道半长轴 a 一定,则有两条椭圆转移轨

道:长程转移轨道与短程转移轨道
[ 4]
; 若转移时间 tf 一定,过 P、Q两

点有一条(经典Lambert问题)或 2Nmax+ 1( Nmax为多圈Lambert转移中

允许的最大飞行圈数)条椭圆转移轨道
[ 4]
; 若 tf 和a 都一定, 过 P、Q

两固定点只有一条椭圆轨道, 该轨道可能属于长程转移轨道类型,也

可能属于短程转移轨道类型。

文献[ 2]研究表明,较经典 Lambert转移, 多圈 Lambert转移可节

省变轨燃料。但该文献没有深入研究燃料消耗最优算法, 而是直接

比较 2Nmax + 1 个解, 找到最小值。本节简单介绍固定时间多圈

Lambert转移问题,研究无时间约束最优直接碰撞交会(以下简称交

会)问题,即辅助转移问题。基于辅助转移结果,快速确定固定时间

多圈 Lambert转移最优解。

111  固定时间多圈 Lambert转移轨道

给定两位置矢量 r 1 , r 2 ,可用Lagrange飞行时间定理描述相应转移时间如下:

Ltf = a
3
2 2NP+ A- B- sinA- sinB ( 1)

其中 L是地球引力常数, N 是转移轨道上停泊圈数, A、B具体定义为

A= arccos 1- sPa ,  B= arccos 1- s- d Pa ( 2)

其中 d 是P、Q两点间直线距离, s= r 1+ r 2+ d。为研究方便,采用 r2 及以 r2 为半径的圆轨道周期 T 2

分别作为距离、时间归一化标准,进行归一化,即有 r 2= 1, T 2= 1。此时引力常数 L= 4P
2
。

根据式( 1) , 图2描述了转移时间 tf、转移轨道停泊圈数 N 及转移轨道半长轴 a 之间的关系。由图

可知, 转移轨道停泊圈数 N 对应的 tf - a 曲线由上下两支组成, 上支属于长程转移轨道,下支属于短程

转移轨道。给定两位置矢量( r 1 , r 2 , H)和转移时间,由该曲线可方便、准确确定多圈 Lambert问题的最大

允许停泊圈数 Nmax。

112  辅助转移问题

得到 tf - a 曲线及转移轨道参数后, 下面研究无时间约束最优交会, 以得到变轨速度增量 $v- 转

移轨道半长轴 a 曲线,及最优交会轨道 $vmin , amin ,为固定时间多圈 Lambert转移最优交会问题的最优

解提供参考(基于 amin , tf 点,从 2N max+ 1条转移轨道中确定需要比较的两条转移轨道,见图 4)。

图2描述了 tf = 116时 Nmax的一种确定方法, 由 tf = 116直线与 a = amin直线(交点为 Oc) , 结合

Lagrange飞行时间定理,求出 NOc。Nmax = NOc (向- ] 取整)。由图 2易知, 固定时间多圈 Lambert问

题有 2Nmax+ 1个解。文献[ 2]给出 2N max+ 1个解的具体求解方法。

文献[ 1]研究、推导了共面两圆轨道上运动航天器的无时间约束双冲量最优解。本文的辅助转移问

题需要研究异面椭圆轨道、圆轨道运行航天器的无时间约束一次冲量最优直接碰撞交会,即求最小能量

交会轨道。先导出两位置矢量 r 1 , r 2 ,包括最小能量交会轨道在内的所有椭圆轨道,然后由最小能量要

求找出需要的轨道
[ 6]
。

异面交会对变轨的第一个要求是在变轨点使轨道面改变 N, 即变轨前轨道面(记为 Ñ )与转移轨道
面(记为Ò)的夹角。规定 N角从变轨前轨道面开始,绕 r 1轴逆时针旋转为正。已知 r 1 , r 2 , v 1 , N可用

下式
[ 6]
求解。

N= arctan[ z
0
Ñ @ z

0
Ò #r

0
1P z

0
Ñ #z

0
Ò ] ( 3)

上式中 r
0
1 是变轨点 P 的地心矢量 r 1的单位矢量, z

0
Ñ是追踪器初始轨道动量矩单位矢量, z

0
Ò是转移轨

道动量矩单位矢量, 具体描述如下:

z
0
Ñ = r 1 @ v1P r 1 @ v1  z

0
Ò= r 1 @ r 2P r1 @ r2 ( 4)

在该问题中为了研究方便,用 r1 将长度无量纲化, 有

Q Ò= p ÒPr 1 , m= r 2Pr , e
2
Ò= c 2Q

2
Ò + c 1Q Ò + c 0 ( 5)
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图 2 转移时间- 转移轨道半长轴曲线
Fig. 2  Relationship between transfer time and sem-i major axis of transfer orbit

其中 p Ò , e Ò分别为转移轨道半通径,偏心率。 c2 , c1 , c 0 为常数,其表达式见文献[ 6]。下面结合最小能

量要求确定转移轨道半通径 p Ò。Ñ为椭圆轨道, Ò也为椭圆轨道, P 点变轨所需的速度增量 $v 为

$v
2
= v

2
Ñ + v

2
Ò- 2v Ñ v Ò sin ( Ñ sin ( Ò+ cos ( Ñ cos ( ÒcosN ( 6)

其中 v Ñ , ( Ñ , N为已知量, v Ò , ( Ò为变轨后Ò轨道运动参数,用机械能守恒和动量矩守恒定理, 可将其

描述为

v
2
Ò= v

2
Ñ + LPa Ñ - L 1- e

2
Ò P Q Ò r 1 ( 7)

v Ò cos ( Ò = LQ ÒPr1 ( 8)

将式( 7)、( 8)代入式( 6)可得式( 9) , 该式描述了变轨速度增量 $v 随归一化转移轨道半通径 Q Ò的

变化规律。该式比较复杂,很难直接观察出 $v 的变化规律。

$v
2
= v

2
Ñ + LPr1 2+ c2Q Ò+ c1+ c 0- 1 PQ Ò - 2v Ñ sin ( Ñ LPr 1 c2- 1 QÒ +

c 1+ 2 + c0- 1 PQ Ò
1P2
- 2v Ñ cos ( Ñ LQ ÒPr cosN ( 9)

为直观,给出 $v 变化曲线。取 r 1= [ 113781137; 0; 0] , v1= [ 0; 71428; 0] ,可得到如图 3所示曲线。

图 3  异面交会速度增量 $v 变化曲线
Fig . 3 Curve of impulse magnitude of non-coplanar rendezvous

由图 3知,分离角 H对 $v - a 曲线影响较大。当 H< 180b时, $v- a 曲线上支属于长程转移轨道,

下支属于短程转移轨道, 短程转移轨道对应速度增量小于长程转移轨道;当 H> 180b时, $v - a 曲线上

支属于短程转移轨道,下支属于长程转移轨道,长程转移轨道对应的速度增量要小于短程转移轨道。由
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图还可知, 速度增量存在极小值点 $vmin , amin 。速度增量极小值必要条件为 d$vPdQ Ò= 0, d$vPdQÒ

可描述为

d$v
dQÒ

=
1
2$v

L
r 1

c2+
1- c 0

Q
2
Ò

- vÑsin ( Ñ
L
r1

c2- 1+ 1- c 0 PQ2
Ò

c2- 1 QÒ+ c 1+ 2+ c0- 1 PQÒ

- vÑcos ( ÑcosN
L
r 1

1

QÒ

(10)

采用牛顿迭代法等数值方法求解该式,可得到最小 $v 及以对应的Q Ò ,转移轨道半长轴 amin。

2  固定时间多圈 Lambert转移最优解快速确定

基于辅助转移问题的研究结论:不同情况下 $v- a 曲线变化规律及确定的最小速度增量 $vmin对

应的转移轨道半长轴 amin ,结合 tf - a曲线及给定的转移时间 tf , 可以把从 2Nmax+ 1个解中确定最优解

的问题转换为比较两个解最优的问题, 见图 4。

图4中 tNl表示 tf - a 曲线第N 圈的长程轨道部分与a= amin直线的交点对应的转移时间, tNs表示 tf

- a 曲线第N 圈的短程轨道部分与a= amin直线的交点对应的转移时间。

结合图 4, 最优解的具体确定过程可描述为: 1)确定辅助转移问题中的 amin ; 2)给定 r1 , r 2 , H,绘制 tf

- a 曲线; 3)给定转移时间 tf ; 4)把以上三个信息在 tf - a 图中综合表达, 可确定 a= amin直线与 t= tf

直线的交点O , 由此点可确定需要关注的转移轨道停泊圈数 N ; 5)结合/ H[ 180b, 半长轴一定,短程转移
轨道对应速度增量较长程转移轨道小; H> 180b,半长轴一定,长程转移轨道对应速度增量较短程转移轨
道小。0的结论(见图 3) , 确定最终需要比较的两个解(若 H[ 180b,短程转移类型;若 H> 180b, 则是长程
转移类型,见图 4。) ) ) ) L 点表示的解与R 点表示的解,此两个解中速度增量较小的解即为固定时间多

圈Lambert转移的最优解。

根据 $v - a 曲线,确定 amin后。把 amin , tf 代入式( 1) ,求出 N o (也可用类似的方法确定 N max )。计

算Nc= N o (向- ] 取整)的Lambert解 aNcl , aNcs。结合图 4可得

tNl [ tf [ t N+ 1 s , amin < aNcl

tNs [ tf [ tNl , aNcl [ amin [ aNcs
( 11)

根据式( 11)可知, O 点位置有两种情况, 分别满足: tN s [ tf [ tN l ; tNl [ tf [ t N+ 1 s。不同位置情况的

求解过程也不同
[ 1]
,结合图 4,进行具体描述。

图 4 最优解确定方法示意图
Fig. 4 Sketch map for optimal transfer determination

( 1) N= 0情况。 ¹ H[ 180b,若为长程转移解 aNl , 则需比较 aNl与 a N+ 1 s两个解对应的变轨速度增

量,以确定最优解;若为短程转移解 aNs ,则需比较 aNs与a N+ 1 s ; º H> 180b,若为长程转移解, 则该解为

最优;若 N= 0解为短程转移解 aNs ,则需要比较 aNs与a N + 1 l两个解,以确定最优解。

( 2) N = Nmax情况。 ¹ H[ 180b,若 aNl [ amin [ aNs ,则 aNs为最优解; 若 amin < aNl , 则需比较 aN s与aNl两

个解; º H> 180b,若 aNl [ amin [ aNs , 则需比较 aNl与 a ( N- 1) l两个解;若 amin< aNl ,则 aNl为最优解。
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( 3) N X Nmax , N X0情况。¹ H[ 180b。若有 aNl [ amin [ aNs ,结合 tf - a 曲线与 $v- a 曲线变化规

律可得需要比较的两个解为: aN s与a N+ 1 s ,比较两个解的速度增量大小, 以确定速度增量最小的最优

解;若 amin< aNl , 则也需比较 aN s与a N+ 1 s两个解; º H> 180b。若有 aN l [ amin [ aNs , 则需要比较 aNl与

a ( N- 1) l两个解; 若 amin< aNl ,则需要比较 aNl与a ( N + 1) l两个解。

综上可知, 确定多圈 Lambert问题最优解不再需要求 2Nmax+ 1个解,然后一一比较对应速度增量,

而只需比较两个解对应的速度增量大小
[1]
,就可从此两个解中选择出多圈Lambert算法最优解。

3  仿真与分析

311  辅助转移问题

该仿真研究无时间约束大椭圆轨道追踪器与圆轨道目标的交会问题。针对异面交会问题与共面交

会两种情况,求解速度增量 $v 最小的转移轨道。
表 1 t0 时刻追踪器与目标器的位置、速度矢量(地心惯性系)

Tab. 1 Position and velocity vectors of chaser and target at t0 in ECI

Q 0 点位置( km) Q0 点速度( kmPs) P 点位置( km) P 点速度( kmPs)

x y z vx vy vz x y z vx vy v z

22 3511079 - 35 7141980 16391900 21 607 11627 - 01108 11 3781137 0 0 0 71428 0

表 2  辅助转移最优解
Tab. 2 Optimal transfer of auxiliary transfer problem

参数 r 1 ( km) H(b)
Q 点位置( km)

x y z
QÒ amin( km) $vmin ( mPs)

共面
11 3781 137 1691997 - 41 5231334 7323. . 423 - 010897 11 582 27 2151070 161368

11 3781 137 1901002 - 41 523. . 334 - 7323. . 423 - 010897 11 582 27 2151070 161368

异面
11 3781 137 1221012 - 22 3511079 35 7141980 - 16391 900 11 837 70 9751534 6711095

11 3781 137 2361787 - 23 0951704 - 35 2171838 20271831 11 825 65 9221350 6381246

  表 1和表2中的 P、Q点表示 Lambert问题中的固定点。针对表 1中的追踪器与目标,经过仿真给

出如表2的共面与异面交会最优解。

312  固定时间多圈 Lambert转移最优解

该仿真采用快速确定多圈 Lambert最优解的新方法,研究固定时间多圈 Lambert最优交会问题。针

对异面交会与共面交会, 求解最小的速度增量 $vmin及相应转移轨道。根据表 2的无时间约束固定点最

优交会仿真结果, 表 3 给出了相同工况下有时间约束的固定点最优交会仿真结果: 固定时间多圈

Lambert转移的最小速度增量及转移轨道参数。
表 3 多圈 Lambert 问题最优解

Tab. 3 Optimal solutions of multiple- revolution Lambert problem

参数 r1 ( km) H1 (b) N tf s a( km) e $v min( mPs)

共面交会
11 3781137 1691 997 41 1 864 0171961 27 3521 165 01584 691113
11 3781137 1901 002 41 1 864 0171961 27 2711 452 01583 331049

异面交会
11 3781137 1221 012 9 1 852 5291961 69 9891 256 01838 7581877
11 3781137 2361 787 11 1 880 00010 66 7971 496 01830 7771088

  在仿真过程中采用本文介绍的最优解快速确定方法,只通过比较两个解就可以完全确定 2N max+ 1

个解中的最优解,提高了效率。以上仿真所得结果都利用 STK验证了正确性, 确定能在 tf 时刻实现对

目标的直接碰撞。

(下转第28页)
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化的特点。设计变量灵敏度分析表明了影响封装体变形和应力的主要参数, 提出的方法和数值分析结

果为此种结构的设计和优化提供一定参考。
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4  结 论

本文研究了大椭圆轨道追踪器的固定时间多圈 Lambert转移最优解快速确定。通过对固定时间多

圈Lambert转移解的深入分析,阐述了转移时间与转移轨道参数的关系,结合无时间约束最优直接碰撞

交会的辅助研究,只比较两个解就可以得到固定时间多圈 Lambert转移 2Nmax+ 1个解中的最优解。仿

真结果表明提出新方法的正确性,且多圈 Lambert转移最优解的计算效率可得到提高(对于转移时间较

长的多圈 Lambert问题,该方法优越性更显著)。
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