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基于小波配点法的空间机械臂关节轨迹规划
X

刘泽明,张青斌,丰志伟,杨  涛
(国防科技大学 航天与材料工程学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:针对平面型空间机械臂关节轨迹优化问题,提出一种基于小波配点法的数值算法。该算法在区

间样条小波函数及其导数算法的基础上,对状态变量与控制变量在小波配点上作离散化处理, 然后将原最优

控制问题转化为以小波系数为优化参数的非线性规划问题, 利用非线性规划算法求解该问题得到原问题的

解。算法可充分利用小波具有非线性逼近的优点,提高计算精度和效率。对典型问题进行数值仿真, 结果表

明该算法对空间机械臂关节轨迹优化问题是有效的。
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Space Manipulators Path Planning Based on Wavelet Collocation

LIU Ze-ming, ZHANG Qing-bin, FENG Zh-i wei, YANG Tao

( College of Aerospace and Material Engineering, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: A novel numeric method for the planar space manipulators joint trajectory optimization problem was proposed based on the

wavelet collocation. Based on the interval spline wavelet according with its derivation algorithms, the approach expanded the state and

control variables via cubic spline wavelet decomposition, and then the trajectory optimization problem was translated to nonlinear

programming problem with wavelet coefficient being parameters. The wavelet advantageous properties of compact representation could

inherently make it efficiently and accurately capture the discontinuities. The novel approach was demonstrated by a typical space

manipulators joint trajectory optimization problem, and the optimal results show that out approach is efficient and accurate.
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近年来,随着航天技术的发展,空间机械臂系统在航天任务中得到了广泛应用, 如航天器在轨维护、

跟踪监视、抓取或释放卫星等, 空间机械臂的路径规划问题日益受到重视。在机械臂执行任务期间,航

天器姿控系统一般处于关闭状态, 机械臂的相对运动将导致载体姿态的改变。因此为了使载体和机械

臂达到预定姿态,需要对机械臂的运动路径进行规划。如果忽略重力梯度,则整个系统的角动量守恒,

具有非完整约束的性质。这种非完整约束具有如下特点: 载体姿态变化只与机械臂关节相对转动角度

有关,而与其角速度无关,从而可以使用内力矩进行机械臂的机动控制。

Reyhanoglu等
[1]
证明了空间多体系统使用内力矩进行 Res-t to-Rest机动解的存在性、强可达性和局

部可控性。他们利用空间多体系统角动量守恒的不可积性, 提出了一种相互铰接的空间多刚体系统的

重定向机动策略,并得到了三刚体系统的解。Vadali等
[2]
在 Reyhanoglu 等人工作的基础上,研究了使用

机械臂进行航天器姿态机动的最优开环控制问题。他们利用多项式将机械臂的角度运动参数化,使用

序列二次规划方法求解一个带等式约束的优化问题,从而得到姿态机动的开环最优解。戈新生等
[ 3- 4]

将空间机械臂动力学方程转化为非线性控制系统的状态方程,并以机械臂关节耗能最小为目标,进行机

械臂运动规划。

空间机械臂关节轨迹规划作为一种最优控制问题, 一般可以采用两种数值解法
[ 5]
:间接法和直接

法。间接法基于极大值原理, 引入伴随状态变量, 然后将优化问题转化为两点或多点边值问题; 直接法
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则将状态变量和控制变量对时间离散化,将原始优化问题转化为非线性规划问题。从上个世纪 90年代

开始,基于伪谱法
[ 6- 7]
的数值解法得到迅猛发展,其思想是利用正交多项式作为基函数来表示状态与控

制变量,然后引入导数矩阵将微分约束方程(动力学方程)转化为等式约束,从而将最优控制问题转化为

非线性规划问题。从函数逼近的观点来看,基于正交多项式的函数逼近属于线性逼近技术。小波函数

良好的时间P频率局部特性, 使得基于小波多尺度的非线性逼近算法较适合于逼近各种未知函数。若将

小波函数应用于最优控制的数值算法之中,则能充分发挥小波非线性逼近的特点,提高计算效率。在现

有的小波函数之中, 区间样条小波
[ 8- 9]
函数是一种非常合适的选择。这类小波满足给定端点条件(零阶

P一阶导数) ,具有解析表达式,因而被广泛应用于解偏微分方程等相关数值分析领域。本文首次应用基

于区间样条小波的非线性逼近技术,求解空间机械臂关节轨迹规划问题。

1  动力学模型

图 1 平面型空间机械臂模型
Fig. 1  Model of planar space manipulators

为了简单起见, 考虑如图 1所示平面型空间机

器臂系统, 由一个载体与两个机械臂组成。三个刚

体分别记为 B0、B 1 和 B 2 ,通过关节 O 1 和 O2 铰接。

机械臂 B1 到载体质心的距离为 r ,两个机械臂长度

分别为 l 1 和 l2。设载体的质量和惯量分别为 m 0 和

J 0 ,机械臂质量分别为 m1 和 m2 , 且质心位于各自几

何中心,转动惯量分别为 J 1 和 J 2。设 H0 为载体与

水平线的夹角, H1和 H2 分别为 B 1相对载体和 B2 相

对 B1 的夹角。

若忽略引力梯度力矩,则系统处于失重状态, 自由飘浮在空中。因此系统相对于总质心的动量矩守

恒,若初始动量矩为零,则动量矩守恒产生一个非完整约束。

下面根据 Lagrange方程及广义动量守恒推导系统的约束方程和动力学方程。设系统动能为

T =
m0

2
Ûx 2
+ Ûy 2

+
J 0

2
ÛH2+

m1

2
Ûx 2
1+ Ûy 2

1 +
J 1

2
ÛH+ ÛH1 2

+
m2

2
Ûx 2
2+ Ûy 2

2 +
J 0

2
ÛH+ ÛH1+ ÛH2 2

=
1
2
ÛqT M q Ûq ( 1)

其中 q= x y H0 H1 H2
T
为广义坐标, Ûq = Ûx Ûy ÛH0 ÛH1 ÛH2

T
为广义速率, x y

T
为载体质

心坐标。M 为对称广义质量矩阵。

若系统不受外力,则系统 Lagrange方程为

d
dt

5T
5Ûq -

5T
5 q = 0 ( 2)

由于动能中不显含载体质心位置坐标, Lagrange方程具有首次积分,并设系统动量为零,得

M11 Ûq1+ M12Ûq2 = 0 ( 3)

其中 q1= x y
T
, q2= H H1 H2

T
,M11和 M12为 M进行相应分块后的矩阵。

将( 3)式代入动能表达( 1)式可得

T=
1
2 Ûq

T
2 M22- M

T
12M

- 1
11 M12 Ûq2=

1
2 Ûq

T
2�MÛq2 ( 4)

得到新的动能表达式, �M 为新的广义质量矩阵。由于新的动能表达式中不显含载体姿态角 H,因此具

有首次积分(动量矩守恒) ,并设系统动量矩为 0, 可得

�a 11ÛH+ �a 12ÛH1+ �a13ÛH2= 0 ( 5)

上式为系统动量矩守恒方程,为一非完整约束, 因此系统为非完整系统, 具有不可积性, 即载体姿态 H

仅与关节相对角度有关, 而与其相对角速度无关, 基于此可对机械臂关节轨迹进行优化。

取机械臂相对转动角加速度作为控制量
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u1= &H1

u2= &H2
( 6)

并设系统位形为

x = H H1 H2
T

( 7)

则系统动力学方程为

ÛH=
�a12

�a11
ÛH1+

�a13

�a11
ÛH2

&H1 = u1

&H2 = u2

( 8)

若以最小耗能为优化指标,则优化函数可以表示为

J = 1
2Q

t
f

0
u
2
1 + u

2
2 dt ( 9)

2  区间样条小波

在有限区间 I= a , b 上定义 Sobolev 空间 H
2
0 ( I ) ,即

H
2
0 I = f | f d I L

2
( I ) , f a = f c a = f b = f c b = 0 ( 10)

然后在空间 H
2
0 ( I )上构造多尺度分析

[ 10]
(为便于描述,区间记为 I= 0, L , 且 L 为大于 4的整

数)。内部尺度函数 < x 和边界尺度函数<b x 分别为

<( x ) = 1
6 E

4

j = 0

4

j
(- 1)

j
( x - j )

3
+ ( 11)

<b ( x ) =
3
2
x
2
+ -

11
12
x
3
+ +

3
2
( x- 1)

3
+ -

3
4
( x- 2)

3
+ ( 12)

其中 x
n
+ =

0 x < 0

x
n

x \0
。

对于任意 j , k I Z,将上述两个尺度函数进行伸缩平移变换, 即

<j , k ( x ) = < 2
j
x- k ,  <b, j ( x ) = <b 2

j
x ( 13)

定义空间 Vj 为 <j , k 0 [ k [ ( 2
j
L - 4) ; <b, j ( x ) , <b, j ( L - x ) 线性张成的空间,即

Vj = span <j , k 0 [ k [ ( 2
j
L - 4) ; <b, j ( x ) , <b, j ( L - x ) ( 14)

容易证明 Vj 构成空间H
2
0 ( I )上的多尺度分析。

      图 2 区间样条小波函数
Fig. 2 Interval spline wavelet

              图 3  边界小波函数
Fig. 3 Bound spline wavelet

根据尺度函数 < x 和边界尺度函数 <b x , 构造内部小波函数 7 x (见图 2)和边界小波函数
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7b x (见图 3) , 即

7 ( x ) = -
3
7
<( 2x ) +

12
7
<( 2x- 1) -

3
7
<( 2x- 2)

7 b ( x ) =
24
13
<b ( 2x ) -

6
13
<( 2x )

( 15)

容易证明 7 x 和 7b x 属于空间V1。与尺度函数类似,定义小波函数的伸缩平移变换,即

7 j , k ( x ) = 7 ( 2
j
x- k)  j \0, k= 0, ,, nj - 3  nj= 2

j
L ( 16)

7 j , - 1 ( x ) = 7 b ( 2
j
x ) ( 17)

7 j , n
j
- 2 ( x ) = 7 b [ 2

j
( L - x ) ] ( 18)

对于任意 j \0,定义

Wj = span 7 j , k x k= - 1, ,, nj- 2 ( 19)

显然, Wj 是Vj 在空间 Vj+ 1的正交补空间。

对于任意函数 f x I H
2

I , 为了处理非齐次边界条件,引入如下样条插值函数

Ib, j f ( x ) = A1 G1 ( 2
j
x ) + A2 G2 ( 2

j
x ) + A3 G3 [ 2

j
( L - x ) ] + A4 G1 [ 2

j
( L - x ) ] ( 20)

其中
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( 21)

在具体应用中, 可以利用端点条件来确定式( 20)中的系数 Ai ,具体可参考文献[ 11]。

通过上述推导, 可将 f x - Ib, j f x I H
2
0 I 在第 J 尺度上近似为

PJ f ( x ) = f J x = Ib, J f + f 0+ g0+ g1+ ,+ gJ- 1

f 0 I V0 , g i I Wi , 0 [ i [ J - 1 ( 22)

显然,当 J 足够大时f J ( x )就接近 f ( x )。PJ f ( x )可以表示为

PJ f x = f̂ - 1,- 1 <b x + E
L- 4

k= 0

f̂ - 1, k<k x + f̂ - 1, L- 3 <b L - x + E
J- 1

j= 0
E
n
j
- 2

k= - 1

f j , k 7 j , k x ( 23)

与多分辨分析对应, 在区间 0, L 上引入如下小波配点,即

x
( - 1)
k = k , k= 1, ,, L - 1

x
( j )
k =

k+ 115
2
j , - 1 [ k [ nj- 2, j> 0

( 24)

若记 f̂ = f̂
( - 1)

, f̂
( 0)
, ,, f̂

( J- 1) T
为( 23)式中的小波展开系数, f = f

( - 1)
, f

( 0)
, ,, f

( J - 1) T
为所有配

点上的函数值。依据小波快速变换算法,小波配点上函数值与小波系数是等价的,二者可以相互转化。

采用区间样条小波近似状态变量时,还需要计算状态变量的导数。本文采用 Cai等
[ 11]
的处理方法。

首先计算二阶导数, 然后计算一阶导数,最后给出导数算子矩阵 D 2 和 D1 ,即

f c= H1D2+ H2 f = D1f ( 25)

关于矩阵 H1和 H2的详细算法可参见文献,这里不再赘述。

3  小波配点法

在通常伪谱法中,直接将状态变量与控制变量的离散值作为优化参数;本文则将小波系数作为优化

参数。这样可以发挥区间样条小波的其非线性逼近特性, 有利于捕获函数的突变, 进而提高计算效率。

为了便于描述, 将 PJ f x 写成如下不严格的数学表达式,即

PJ f x = E
N
J

k= 0
f̂ k<k x ( 26)

其中 f̂ k 包括所有的小波尺度系数和小波系数, <k x 包括相应边界尺度函数、尺度函数、小波函数与小
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波尺度函数, N J 为区间的配点个数。

本文采用小波法求解 Mayer型的优化问题。Mayer型最优控制问题可描述为:寻找控制 u t 与状

态x t 、静态参数 p 及时间 t 0、tf ,使得如下性能指标最小:

J = U x t 0 , x tf , p, t 0 , tf ( 27)

满足微分约束条件

Ûx S = f x t , u t , p , t ,  t I t 0 , tf ( 28)

路径约束条件

Hmin [ H x t , u( t ) , p , t [ Hmax ( 29)

控制与状态量的边界约束条件

Bmin [ B x t0 , t0 , x tf , tf ; p [ Bmax ( 30)

时间约束

t0 [ t0 [ t 0

tf [ tf [ tf

tf - t0 \0

( 31)

针对上述最优控制问题, 首先利用小波多分辨分析,将时间区间 t0 , tf 离散分为J 层, 相应地将所

有配点记为 Gt= t 1 , ,, tN
J 。状态变量 x t 可以表示为

xi t U E
N
J

k= 1

x̂k, i<k t ,  i = 1, ,, nx ( 32)

在具体的优化计算中,引入 nx @ NJ 矩阵存储状态变量小波系数X̂
N
J以及离散值X

N
J。

同理,将控制量 u S , SI 0, L 表示为如下形式:

u i S U E
N
J

k= 1
ûk, i<k S ,  i = 1, ,, nu ( 33)

同时引入矩阵 û
N
J和 u

N
J。

利用上一节导数矩阵 D1 , 则可得到

ÛXN
J = D1X̂

N
J ( 34)

于是可将动力学微分约束( 28)式离散为以小波系数表示的等式约矩阵

F
N
= D1 X̂

N
J - f ( X̂

N
J , Û

N
J , p ) = 0 ( 35)

另外还需要将路径约束与边界约束转化为小波系数的表达式,即

Hmin [ H X̂
N
J , Û

N
J , p , t [ Hmax ( 36)

同样,将控制和状态量边界约束条件离散化为如下形式:

Bmin [ B X̂
N
J , Û

N
J ; p [ Bmax ( 37)

通过上述小波变换, 原始最优控制问题转化为以 X̂
N
J 、̂U

N
J、p、t0、tf 为优化参数的非线性规划问题。

进一步,将所有优化参数 X̂
N
J 、̂U

N
J、p、t 0、tf 表示为决策矢量, 并记为 y。

通过上述处理, 则将原最优控制问题转化为非线性规划问题,其优化目标函数为

F= U y = U X̂
N
J , Û

N
J , p , t0 , tf ( 38)

相应地,可从原最优控制问题的约束条件( 35~ 37)式推导出约束条件

Gl [ G y [ Gu

yl [ y [ y u

( 39)

最终,可以利用非线性规划的优化算法求解上述参数优化问题。本文利用非线性规划软件

SNOPT
[ 12]
求解由( 38)式和( 39)式组成的大规模非线性优化问题。
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4  数值仿真分析

考虑如图 1所示平面型空间机械臂,系统参数与仿真条件参考文献[ 3]。载体质量和惯量分别为

120kg和 12kg#m
2
, r= 015m; 两个机械臂相同,质量和惯量分别为12kg和 1kg#m

2
,长度为 1m。

算例 1:机械臂展开。

初始和终端位形参数为

H0= 0, U10= P, U20= - P; Hf = PP2, U1f = 0, U2f = 0

利用本文小波配点法,对上述机械臂展开问题进行求解,载体姿态角及关节角如图 4所示, 控制量

变化曲线如图 5所示。

      
图 4 转角优化曲线

Fig. 4 Angular displacement curve
            

图 5 输入优化曲线
Fig. 5 Control curve

算例 2:载体姿态机动。

初始和终端位形参数为

H0= 0, U10= 0, U20= 0; Hf = PP2, U1f = 0, U2f = 0

利用本文小波配点法,对上述机械臂载体姿态机动问题进行求解, 载体姿态角及关节角如图 6所

示,控制量变化曲线如图 7所示。

      图 6 转角优化曲线
Fig. 6 Angular displacement curve

            图7  输入优化曲线
Fig. 7 Control curve

从以上两个算例的仿真结果可以看出,利用基于区间样条小波配点法的直接数值解法,边界条件约

束得到了很好的满足,且具有较高的精度。
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5  结 论

本文针对空间机械臂关节轨迹规划问题,建立了平面型空间机械臂运动模型,并提出了基于能量的

关节轨迹规划问题。然后引入三阶区间样条小波,将原最优问题转化为以小波系数为优化参数的非线

性规划问题。最后仿真分析了两类典型的空间机械臂关节轨迹规划问题: 机械臂展开和载体姿态机动

问题,仿真结果说明本文给出的算法是有效的。
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