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ＯＦＤＭ系统非数据辅助采样频率偏差估计的 ＣｒａｍéｒＲａｏ界
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摘 要：研究了ＯＦＤＭ系统中非数据辅助采样频率偏差估计性能的衡量问题，推导了其 ＣｒａｍéｒＲａｏ界
（ＣＲＢ）。根据中心极限定理，对接收信号中的子载波间干扰进行近似，推导了在未知调制信息时接收信号的
概率密度；根据ＣＲＢ的定义，对非数据辅助采样频率偏差估计的 ＣＲＢ进行了推导；通过蒙特卡罗积分的方法
得到了在不同ＯＦＤＭ基带调制方式、不同采样频率偏差及不同系统子载波数时的非数据辅助采样频率偏差估
计的ＣＲＢ。
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以正交频分复用（ＯＦＤＭ）为代表的多载波技
术已经成功应用于数字广播、数字用户线、无线接

入网、卫星通信、电力线通信等领域，是下一代无

线通信系统的关键技术之一［１］。然而，由于收发

两端的晶振不可能完全匹配，因而在收发两端不

可避免地存在采样频率偏差。这种偏差将影响

ＯＦＤＭ系统子载波间的正交性，从而产生邻道干
扰（ＩＣＩ）［２］。所以接收端必须对采样频率偏差进
行估计。目前的采样频率估计算法主要分为：数

据辅助法（ＤＡ）［３－８］和非数据辅助法（ＮＤＡ）［９－１１］。
数据辅助法通过设计具有特殊结构的导频序列，

在接收端利用导频信号的特殊结构对采样时钟进

行估计。一般情况下，这类方法较为简单，实现较

为容易。由于大多数数据辅助法都是在频域对采

样频率偏差进行估计，故其需要先进行 ＯＦＤＭ符
号同步和载波同步。相对于数据辅助法来说，非

数据辅助法的研究较少。其通过从信号本身提取

信息，对采样频率偏差进行估计，所以这类方法大

多比较复杂，且估计精度一般情况下不如前者。

对于算法估计性能的衡量方法主要有两种：

一是与其它同类算法进行比较，二是与这种估计

方法的理论界进行比较。与其它同类算法比较是

一种定性的性能衡量方法，无法为系统的指标设

计给出具体的参考，而理论界是参数估计的最佳

结果，可为系统指标设计提供参考。ＣＲＢ是目前
最常用的对参数估计性能进行定量衡量的参考下

限［３］。在对 ＯＦＤＭ系统参数估计 ＣＲＢ的研究文
献中，对于采样频率偏差估计 ＣＲＢ研究得较少，
对于非数据辅助的采样频率偏差估计 ＣＲＢ的研
究文献更是未见。在ＯＦＤＭ系统采样频率偏差估
计ＣＲＢ的研究中，文献［３］给出了 ＯＦＤＭ系统联
合采样频率偏差及信道估计的 ＣＲＢ，其通过求得
ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，对其求逆从而得到 ＣＲＢ，不足之
处就是其未考虑非数据辅助的情况。
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１ 信号模型

在接收端，经过ＦＦＴ变换后，ＯＦＤＭ系统的第
ｍ个符号的第ｌ个子载波的信号可表示为［３］

Ｒｍ，ｌ＝ｄｍ，ｌＨｌＩ
ｌ
ｌ＋ ∑

Ｎ－１

ｋ＝０，ｋ≠ｌ
ｄｍ，ｋＨｋＩ

ｋ
ｌ＋Ωｍ，ｌ（１）

其中 Ｎ为 ＯＦＤＭ系统的子载波个数，ｄｍ，ｋ为第ｋ
个子载波上传输的数据，Ωｍ，ｌ为零均值且方差为

σ
２的复高斯白噪声，则信号的信噪比 Ｅｓ?Ｎ０＝１?
２σ２，设信道系数为 ｈ＝（ｈ０，ｈ１，…，ｈＪ－１）Ｔ，Ｈ＝
（Ｈ０，Ｈ１，…，ＨＮ－１）＝ＦＪｈ为信道的频域响应，ＦＪ
为傅里叶变换矩阵的前Ｊ列，定义为 ＦＪ［ｌ，ｋ］＝
ｅｘｐ［－ｊ２πｌｋ?Ｎ］，０≤ｌ≤Ｊ－１，０≤ｋ≤Ｎ－１。

Ｉｋｌ的表示式为

Ｉｋｌ＝
１
槡Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｅｘｐ ｊ２πｋ

（ｎ＋η）（１＋εｓ）
Ｎ －２πｎｌ( ){ }Ｎ

＝ １
槡Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｅｘｐ ｊ２πＮ ｎ ｋ（１＋εｓ）－( )ｌ＋ｋη（１＋εｓ[ ]( ){ }）

（２）
其中０≤ｌ，ｋ≤Ｎ－１，εｓ＝（ｆｓ－ｆ′ｓ）?ｆ′ｓ为归一化
的采样频率偏差，ｆｓ和ｆ′ｓ分别为发射端及接收端
采样频率，η为采样时钟相位偏差，且－０５≤η＜
０５。

当采样频率偏差εｓ＝０时，（１）式变为

Ｒｍ，ｌ＝
１
槡Ｎ
Ｈｌｄｍ，ｌｅｘｐｊ

２πｌη{ }Ｎ ＋Ωｍ，ｌ （３）

采样时钟相位偏差η使子载波输出的相位

发生了旋转，但未产生子载波间的 ＩＣＩ，且不会带
来信噪比的损失，可以通过信道均衡将其消除，本

文只考虑采样频率偏差估计的问题，故假设（２）式
中采样时钟相位偏差η完全被消除，即

Ｉｋｌ＝
１
槡Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｅｘｐｊ２πＮ ｎｋ（１＋εｓ）－( )[ ]( ){ }ｌ

（４）

２ ＣｒａｍéｒＲａｏ界

在瑞利频率选择性衰落信道下，设信道系数

ｈ＝（ｈ０，ｈ１，…，ｈＪ－１）Ｔ为均值为零、方差为σ２ｌ（０

≤ｌ≤Ｊ－１）的复高斯随机变量，且σ２ｈ＝σ２０＋σ２１＋
…＋σ２Ｊ－１。则可得

Ｅ［Ｈ］＝Ｅ［ＦＪｈ］＝０Ｎ （５）

Ｅ［Ｈ（Ｈ）Ｈ］＝Ｅ［ＦＪｈ（ｈ）ＨＦＨＪ］＝ＦＪσ２ｈＦＨＪ

＝∑
Ｊ－１

ｊ＝０
σ
２
ｈｊ
ＩＮ ＝σ２ｈＩＮ （６）

其中 ０Ｎ表示长为Ｎ的零矢量，ＩＮ表示（Ｎ×Ｎ）

维的单位矩阵，ＡＨ表示求 Ａ的共轭转置。
（１）式右边第一项为对应子载波的有用信号，

第二项为由采样频率偏差引起的子载波间干扰，

第三项为信道噪声。根据中心极限定理，可认为

第二项服从零均值的高斯分布。设 ｄｍ，０，…，
ｄｍ，Ｎ－１之间相互独立同分布，则可得

σ
２
Ｉ，ｌ＝Ｅ ∑

Ｎ－１

ｋ＝０，ｋ≠ｌ
ｄｍ，ｋＨｋＩ( )ｋｌ ∑

Ｎ－１

ｋ＝０，ｋ≠ｌ
ｄｍ，ｋＨｋＩ( )ｋｌ[ ]

＝Ｅ ｄｍ，ｋ ２ Ｈｋ[ ]２ ∑
Ｎ－１

ｋ＝０，ｋ≠ｌ
Ｉｋｌ ２

＝σ２ｄσ２ｈ∑
Ｎ－１

ｋ＝０，ｋ≠ｌ
Ｉｋｌ ２ （７）

其中 ｘ２＝Ｒ２（ｘ）＋Ｊ２（ｘ），Ｒ（ｘ）和 Ｊ（ｘ）分别
为 ｘ的实部和虚部。

由（７）式可以看出，当σ２ｄ一定时，（１）式右边
第二项的方差σ

２
Ｉ，ｌ与ＯＦＤＭ系统信道系数和采样

频率偏差有关。由于第二项和第三项对于有用信

号第一项来说都为干扰，故可将（１）式改写为
Ｒｍ，ｌ＝ｄｍ，ｌＨｌＩ

ｌ
ｌ＋Ｚｍ，ｌ （８）

其中 Ｚｍ，ｌ的均值为零，方差为σ２ｚ＝σ２Ｉ，ｌ＋σ２。
Ｒｍ，ｌ的均值和方差分别为

μｍ，ｌ＝Ｅ Ｒｍ，( )ｌ ＝ｄｍ，ｌＨｌＩ
ｌ
ｌ （９）

ｖａｒＲｍ，( )ｌ ＝σ２ｚ＝σ２Ｉ，ｌ＋σ２ （１０）
设 ｐ（ｄｉ）＝ｐ（ｄｍ，０）＝…＝ｐ（ｄｍ，Ｎ－１），则 Ｒｍ，ｌ

在Ｈ和εｓ下的条件概率密度函数为
［１２］

ｐ（Ｒｍ，ｌＨ，εｓ）

＝∑
ｄｍ，ｌ∈Ｃ

ｐ（Ｒｍ，ｌ ｄｍ，ｌ，Ｈ，εｓ）ｐ（ｄｍ，ｌ）

＝
ｐ（ｄｉ）
２πσ２∑ｄｉ∈Ｃ

ｅｘｐ－ １２σ２ｚ
Ｒｍ，ｌ－μｌ[ ]２ （１１）

其中μｌ＝ｄｉＨｌＩ
ｌ
ｌ。设观测 Ｍ个 ＯＦＤＭ符号 ＲＭ，

则估计εｓ的ＣＲＢ为
［１２］

ＣＲＢ（εｓ）＝－Ｅ
２ｌｎｐ（ＲＭεｓ）

ε２[ ]
ｓ

－１

（１２）

由于各观测信号值之间相互独立且同分布，

则由（１１）式，ＲＭ 在εｓ下的条件联合概率密度函
数为

ｐ（ＲＭεｓ）＝ ∏
０≤ｍ≤Ｍ－１
０≤ｌ≤Ｎ－１

ｐ（Ｒｍ，ｌεｓ）

＝
ｐ（ｄｉ）
２πσ２( )

ｚ

ＭＮ

∏
０≤ｍ≤Ｍ－１
０≤ｌ≤Ｎ－１

∑
ｄｉ∈Ｃ

ｅｘｐ－ １２σ２ｚ
Ｒｍ，ｌ－μｌ[ ]２ （１３）

其对数似然函数为

ｌｎｐ（ＲＭεｓ）＝ＭＮｌｎ
ｐ（ｄｉ）
２πσ２ｚ

＋∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
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ｌｎ∑
ｄｉ∈Ｃ
ｅｘｐ－ １２σ２ｚ

Ｒｍ，ｌ－μｌ[ ]{ }２
（１４）

其关于εｓ的一阶和二阶导数分别为

ｌｎｐ（ＲＭεｓ）
εｓ

＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
∑
ｄｉ∈Ｃ

－ １２σ２ｚ
 Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

ε( ){
ｓ

ｅｘｐ－
Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

２σ２[ ] }
ｚ ∑

ｄｉ∈Ｃ
ｅｘｐ－

Ｒｍ，ｌ－μｌ
２

２σ２[ ]{ }
ｚ

－１

（１５）

２ｌｎｐ（ＲＭεｓ）
ε２ｓ

＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
－ ∑

ｄｉ∈Ｃ
－ １２σ２ｚ

 Ｒｍ，ｌ－μｌ
２

ε( ){{
ｓ

ｅｘｐ－
Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

２σ２[ ] }
ｚ

２

·

∑
ｄｉ∈Ｃ
ｅｘｐ－

Ｒｍ，ｌ－μｌ
２

２σ２[ ]{ }
ｚ

－２

＋ ∑
ｄｉ∈Ｃ

１
２σ２ｚ
 Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

ε( )
ｓ

[{ ２

－ １２σ２ｚ
２ Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

ε２ ]
ｓ

·

ｅｘｐ－
Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

２σ２[ ] }
ｚ ∑

ｄｉ∈Ｃ
ｅｘｐ－

Ｒｍ，ｌ－μｌ
２

２σ２[ ]{ }
ｚ

－ }１ ＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
Λ（Ｒｍ，ｌ） （１６）

其 中  Ｒｍ，ｌ－μｌ
２

εｓ
＝ － ２Ｒ Ｒｍ，ｌ－μ( )ｌ μｌε( )

ｓ
[ ] ， ２ Ｒｍ，ｌ－μｌ

２

ε２ｓ
＝ ２·

μｌ
εｓ

２

－Ｒ Ｒｍ，ｌ－μ( )ｌ
２μｌ
ε２( )

ｓ
[ ]{ }

，μｌ
εｓ

＝ｄｉＨｌ
Ｉｌｌ
εｓ
，
２
μｌ

ε２ｓ
＝ｄｉＨｌ

２Ｉｌｌ
ε２ｓ
，Ｉ

ｌ
ｌ

εｓ
＝ｊ２πｌＮ３?２∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｎｅｘｐｊ２πｎｌεｓ{ }Ｎ

，

２Ｉｌｌ
ε２ｓ

＝－４π
２ｌ２

Ｎ５?２∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｎ２ｅｘｐｊ２πｎｌεｓ{ }Ｎ

。

由于接收信号之间相互独立且同分布，则可

得

Ｅ
２ｌｎｐ（ＲＭεｓ）
ε２[ ]

ｓ
＝Ｅ∑

Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
Λ（Ｒｍ，ｌ[ ]）

＝∫
∞

－∞

…∫
∞

－∞
∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
Λ（Ｒｍ，ｌ[ ]）ｐ（ＲＭ）ｄＲＭ

＝∫
∞

－∞

…∫
∞

－∞
∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
Λ（Ｒｍ，ｌ[ ]）·

ｐ（Ｒ０，０）…ｐ（Ｒ０，Ｎ－１）ｐ（Ｒ１，０）…ｐ（ＲＭ－１，Ｎ－１）·
ｄＲ０，０ …ｄＲ０，Ｎ－１ ｄＲ１，０ …ｄＲＭ－１，Ｎ－１ （１７）

其中ｄｘ ＝ｄＲ（ｘ）ｄＪ（ｘ），表示求 ｘ的微分，
由于Λ（Ｒ０，０）只与 Ｒ０，０有关，且

∫
∞

－∞

…∫
∞

－∞

ｐ（Ｒ０，１）…ｐ（Ｒ０，Ｎ－１）ｐ（Ｒ１，０）…ｐ（ＲＭ－１，Ｎ－１）·

ｄＲ０，１ …ｄＲ０，Ｎ－１ ｄＲ１，０ …ｄＲＭ－１，Ｎ－１ ＝１
（１８）

则（１７）式为

Ｅ
２ｌｎｐ（ＲＭεｓ）
ε２[ ]

ｓ
＝∑

Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０
ＥΛ（Ｒｍ，ｌ[ ]）

＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｌ＝０∫
∞

－∞
∫
∞

－∞
Λ（Ｒｍ，ｌ）ｐ（Ｒｍ，ｌ）ｄＲｍ，ｌ （１９）

由（２）式可知，Ｉｋｌ不仅与ｋ－ｌ的大小有关，而
且还与子载波序号 ｋ和ｌ分别有关，即采样频率
偏差对一个符号内的不同子载波的影响不同，而

对于不同符号的相同子载波影响相同，则（１９）式
可写为

Ｅ
２ｌｎｐ（ＲＭεｓ）
ε２[ ]

ｓ
＝Ｍ∑

Ｎ－１

ｌ＝０
ＥΛ（Ｒｌ[ ]） （２０）

其中 Ｒｌ为与Ｒｍ，ｌ同分布的随机变量。

可得已知信道系数时估计采样频率偏差εｓ
的ＣＲＢ为

ＣＲＢ（εｓ）＝－ Ｍ∑
Ｎ－１

ｌ＝０
ＥΛ（Ｒｌ[ ][ ]） －１

（２１）

由此可知，求ＣＲＢ的关键在于求Ｅ［Λ（Ｒｌ）］，
由于直接通过求积分得到 Ｅ［Λ（Ｒｌ）］基本不可
能，因此同文献［１２－１５］一样，本文也采用蒙特卡
罗积分来计算Ｅ［Λ（Ｒｌ）］，从而得到ＣＲＢ。

３ 计算结果

如未特别说明，计算时采用的 ＯＦＤＭ符号个
数 Ｍ＝１，基带调制方式为 ＱＰＳＫ，子载波数为６４，
ＯＦＤＭ基带调制信号的方差σ２ｄ及信道系数的频
率响应的方差σ

２
ｈ均为１，采用信道为瑞利频率选

择性衰落（ＲＦＳＦ）信道，采样频率偏差εｓ＝１０－４。

图１ 不同基带调制方式时ＮＤＡＳＦＯ估计的ＣＲＢ
Ｆｉｇ．１ ＴｈｅＣＲＢｏｆＮＤＡｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆＯＦＤＭｓｙｓｔｅｍｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ

图１为不同ＯＦＤＭ基带调制方式时非数据辅
助采样频率偏差（ＮＤＡＳＦＯ）估计的 ＣＲＢ，图 ２为

·９８·第１期 胡登鹏，等：ＯＦＤＭ系统非数据辅助采样频率偏差估计的ＣｒａｍéｒＲａｏ界



不同采样率偏差时 ＮＤＡＳＦＯ估计的 ＣＲＢ。可以
看出，对于不同调制方式来说，当信噪比较低时，

估计８ＰＳＫ和１６ＱＡＭ调制时的ＯＦＤＭ信号的采样
频率偏差的ＣＲＢ较ＢＰＳＫ和ＱＰＳＫ调制时大，即调
制样式在低信噪比时对采样频率偏差的影响较

大。对于不同的采样频率偏差来说，在信噪比较

大时，ＣＲＢ随采样频率偏差变大而变大，但总体来
说，采样频率偏差的大小对ＣＲＢ的影响不大。

图２ 不同采样频率偏差时ＮＤＡＳＦＯ估计的ＣＲＢ
Ｆｉｇ．２ ＴｈｅＣＲＢｏｆＮＤＡｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆＯＦＤＭｓｙｓｔｅｍｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＦＯ

图３为不同 ＯＦＤＭ子载波数时 ＮＤＡＳＦＯ估
计的 ＣＲＢ，可以看出，当子载波数越大，估计的
ＣＲＢ越小，即ＣＲＢ随系统子载波变大而变小。

图３ 不同子载波数时ＮＤＡＳＦＯ估计的ＣＲＢ
Ｆｉｇ．２ ＴｈｅＣＲＢｏｆＮＤＡｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆＯＦＤＭｓｙｓｔｅｍｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｕｂｃａｒｒｉｅｒｎｕｍｂｅｒ

４ 结 论

通过对接收信号中的子载波间干扰进行近

似，得到了非数据辅助下存在采样频率偏差时接

收信号的概率密度函数，进而得到了最大似然估

计下的似然函数。根据 ＣＲＢ的定义，通过求似然
函数关于采样频率偏差的二阶导数，得到了

ＯＦＤＭ系统中非数据辅助采样频率偏差估计算法

的ＣＲＢ。其不仅解决了当前ＯＦＤＭ系统非数据辅
助采样频率估计算法性能的衡量问题，也为

ＯＦＤＭ系统的工程设计提供了参考。
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