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摘 要：针对一般二元关系，从知识的区分能力角度提出一种带有可调节参数的新的不确定性度量—α

熵，给出了其在一般二元关系下的重要性质，指出一般二元关系下的α熵是现有多种不确定性度量的扩展，

统一了完备和不完备信息系统中知识的不确定性度量。结合知识的α熵，给出了一般二元关系下粗糙集的

α精度和α粗糙度的定义，证明了α精度、α粗糙度和知识粒度之间的单调关系。实例表明α精度和α粗糙

度比经典粗糙度度量更精确，且符合人们的认识规律。这些结论发展了粗糙集的不确定测度理论，为信息

系统中以一般二元关系为基础的知识获取提供了理论依据。
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不确定性是人工智能的研究热点，也是人工

智能的重大前沿课题［１］。作为新的处理不精确、

不相容和不完全数据的数学工具，粗糙集理论

（ＲｏｕｇｈＳｅｔＴｈｅｏｒｙ，ＲＳＴ）是处理不确定性问题的有
效方法，不确定性问题及度量是其研究的重要内

容。ＲＳＴ的代数观点通过引入上、下近似运算来
描述知识的不确定性，使不确定性的本质含义不

易被理解［２］。为此，一些学者从信息论及粒度的

观点对其进行了广泛研究［３－５］，提出了多种不确

定性度量，为完备信息系统的知识获取奠定了理

论基础。

在现实生活中，由于数据测量误差、对数据理

解或获取条件限制等原因，使得在知识获取时往

往面临不完备信息系统，而基于传统等价关系（自

反性、对称性、传递性）的 ＲＳＴ不能直接处理不完

备信息系统，极大限制了 ＲＳＴ向实用化方向发
展。于是人们提出了多种能够直接对不完备信息

系统进行处理的 ＲＳＴ扩充模型和方法，如将等价
关系放宽为容差关系（自反性、对称性）［６］、非对称

相似关系（自反性、传递性）［７］、限制容差关系（自

反性、对称性）［８］，甚至为一般二元关系［９］（一般要

求满足自反性），以此为基础重新定义概念的上、

下近似运算，极大丰富了 ＲＳＴ的内涵。在不完备
信息系统中，由于等价关系不再成立，而由容差关

系、相似关系或限制相容关系确定的相似类是对

论域的覆盖而不是划分，导致传统基于等价关系

的不确定性度量不再适用。因此，文献［５］研究了
相容关系下知识信息量的度量问题，并得到与划

分情形相类似的结论。ＲＳＴ在不完备信息系统中
的应用，是将其进一步推向实用的关键之一，而不
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确定性度量是不完备信息系统知识获取和不确定

性信息处理的基础。目前对不完备信息系统的直

接处理仍缺乏完备的理论支持，特别是一般二元

关系下的不确定性研究还比较匮乏［１０］。本文借

鉴熵的思想，在一般二元关系下根据知识的区分

能力提出了一种新的知识不确定性度量———α

熵，以及粗糙集的不确定性度量———α精度和α

粗糙度，证明了α熵是等价关系和容差关系下多

种不确定性度量的推广，随知识分辨能力的增

强，α熵和α精度单调增加，α粗糙度单调减小。

本文提出的不确定性度量统一和发展了现有多种

不确定性度量理论，从信息角度给出了一般二元

关系下ＲＳＴ本质的合理解释，可用于 ＲＳＴ的多种
扩展模型，为在一般二元关系下知识的获取提供

理论依据。

１ 现有信息系统中典型的不确定性度量

为讨论方便，下面直接给出现有的完备和不

完备信息系统中两种典型的不确定性度量。

完备信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，Ｑ，ＰＡ，Ｕ?Ｐ
＝｛Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｍ｝，Ｕ?Ｑ＝｛Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ｝，则有
以下定义。

定义１［４］ 知识 Ｐ对应的Ｈ信息熵为

Ｈ（Ｐ）＝－∑
ｍ

ｉ＝１

Ｐｉ
Ｕ ｌｏｇ２

Ｐｉ
Ｕ （１）

定义２［５］ 知识 Ｐ对应的Ｅ信息熵为

Ｅ（Ｐ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

Ｐｉ
Ｕ １－

Ｐｉ( )Ｕ
（２）

不完备信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，令 Ｕ?
ＳＩＭ（Ｐ）＝｛ＳＰ（ｕ１），ＳＰ（ｕ２），…，ＳＰ（ｕＵ ）｝，则有

以下定义：

定义３［５］（粒度度量） 知识 Ｐ的粒度度量为

Ｇ（Ｐ）＝－∑
Ｕ

ｉ＝１

１
Ｕ ｌｏｇ２

ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ （３）

若 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）是完备的，在等价关系下粒度度量
Ｇ（Ｐ）退化为 Ｈ信息熵。
定义 ４［５］（Ｅ′信息熵） 知识 Ｐ的Ｅ′信息熵

为

Ｅ′（Ｐ）＝∑
Ｕ

ｉ＝１

１
Ｕ （１－

ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ ） （４）

若 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）是完备的，在等价关系下 Ｅ′信息熵
退化为Ｅ信息熵。

２ 基于一般二元关系的α熵及其性质

ＲＳＴ认为知识即分类能力，分类能力越强，知
识愈丰富。经典ＲＳＴ以等价关系为基础，知识表

现为等价关系对论域的划分。在不完备信息系统

中，等价关系不再成立，由容差关系、相似关系或

限制容差关系分成若干个具有某种相似关系的相

似类，不再构成对论域的划分而变成覆盖，即各相

似类之间可能存在交叠。在一般二元关系下也存

在着同样的问题。按照“知识即分类能力”的思

想，在一般二元关系下可利用属性区分对象个数

多少作为属性区分能力的度量，即论域中任一对

象由一般二元关系所构成的分类若包含对象越

多，则认为与该对象相似的对象越多，所构成的知

识粒度就越大，分辨能力就越弱。基于这种考虑，

在一般二元关系下定义知识的不确定度量如下：

定义５（α熵） 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，Ｕ＝
｛ｕ１，ｕ２，…，ｕＵ ｝，Ｐ Ａ，ＧＢＲ（ＧｅｎｅｒａｌＢｉｎａｒｙ
Ｒｅｌａｔｉｏｎ）为一般二元关系（具有自反性），Ｕ?ＧＢＲ（Ｐ）
＝｛ＢＰ（ｕ１），ＢＰ（ｕ２），…，ＢＰ（ｕＵ ）｝表示分类，其

中 ＢＰ（ｕｉ）＝｛ｕｊ∈Ｕ （ｕｉ，ｕｊ）∈ＧＢＲ（Ｐ）｝为一般

二元关系下与 ｕｉ不可区分对象的最大集合，不确
定性度量α熵定义为

Ｈα（Ｐ）

＝（１－２α－１）－１ １
Ｕα∑

Ｕ

ｉ＝１
ＢＰ（ｕｉ）α－１－[ ]１ （５）

式中α为实数，且α≠１。显然对于不同的α值
可得到不同的熵度量。

定理 １ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，若
一般二元关系变为等价关系，令 Ｕ?Ｐ＝｛Ｐ１，Ｐ２，

…，Ｐｍ｝，则α熵退化为

ＨαＥ（Ｐ）＝（１－２α－１）－１∑
ｍ

ｉ＝１
Ｐｉα?Ｕα －[ ]１

（６）
注：下标 Ｅ表示在等价关系下的表达式，下同。

证明 在等价关系下，对ｕｋ∈ Ｘｉ，有

Ｐｉ ＝ ＢＰ（ｕｋ），其中１≤ｉ≤ｍ。由式（５）得
Ｈα（Ｐ）

＝（１－２α－１）－１ １
Ｕα∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｕｋ∈Ｐｉ

ＢＰ（ｕｋ）α－１－[ ]１

＝（１－２α－１）－１∑
ｍ

ｉ＝１

Ｐｉα

Ｕα －[ ]１
＝ＨＥα（Ｐ） □
定理１说明一般二元关系下的α熵也可用于

完备信息系统的不确定性度量，即基于等价关系的

不确定性度量 ＨαＥ（Ｐ）是一般二元关系下 Ｈα（Ｐ）
的特殊形式。

定理２（单调性） 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，
Ｐ，ＱＡ，ＰＱ，则 Ｈα（Ｑ）≤Ｈα（Ｐ），当且仅当
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Ｐ≈Ｑ时等号成立（注：若没有条件 ＰＱ，则
Ｈα（Ｑ）＝Ｈα（Ｐ）Ｐ≈Ｑ不成立）。
证明 只需证明对于任意不等于 １的实数

α，α熵都随知识粒度的变细而单调递增即可。

（１）当α≤０时，由式（５）知α熵的表达式变
为

Ｈα（Ｐ）＝（１－ １
２１－α
）－１ ∑

Ｕ

ｉ＝１

Ｕ
－α

ＢＰ（ｕｉ）１－α －[ ]１
（７）

此时（１－ １
２１－α
）－１＞０。若 ＰＱ，则对ｕｉ∈Ｕ，

有 ＢＰ（ｕｉ）ＢＱ（ｕｉ）且ｕｊ∈Ｕ满足 ＢＰ（ｕｊ）
ＢＱ（ｕｊ），即 对 ｕｉ ∈ Ｕ，有 ＢＰ（ｕｉ） ≤
ＢＱ（ｕｉ） 且 ｕｊ ∈ Ｕ 满 足 ＢＰ（ｕｊ） ＜
ＢＱ（ｕｊ），可得 Ｈα（Ｑ）＜Ｈα（Ｐ），即Ｈα（Ｐ）满
足随知识粒度的变细而单调递增。

（２）当 ０＜α＜１时，α熵的表达式为Ｈα（Ｐ）

＝（１－ １
２１－α
）－１

１
Ｕα∑

Ｕ

ｉ＝１

１
ＢＰ（ｕｉ）１－α －[ ]１，此

时（１－ １
２１－α
）－１＞０。由（１）的分析方法可得当 Ｐ

Ｑ时，有 Ｈα（Ｑ）＜Ｈα（Ｐ）。
（３）当α＞１时，α熵的表达式为
Ｈα（Ｐ）

＝（１－２α－１）－１ １
Ｕα∑

Ｕ

ｉ＝１
ＢＰ（ｕｉ）α－１－[ ]１

由（１）的分析方法知当 ＰＱ时，由于α＞１时（１
－２α－１）－１＜０，所以 Ｈα（Ｑ）＜Ｈα（Ｐ）成立。
由以上分析可知，对任意实数α（α≠１），当 Ｐ

Ｑ时都有Ｈα（Ｑ）＜Ｈα（Ｐ）。显然若 Ｐ≈Ｑ，即

ｕｉ∈Ｕ，ＢＰ（ｕｉ）＝ＢＱ（ｕｉ），则 Ｈα（Ｐ）＝Ｈα

（Ｑ）。因此在 ＰＱ条件下当且仅当Ｐ≈Ｑ时有
Ｈα（Ｑ）＝Ｈα（Ｐ）。 □

定理２说明α熵随着知识粒度的变小单调增
加。因此α熵从粒度角度刻画了知识的粗糙程

度。由α熵定义可知，不同的α值可得到不同的

熵度量。下面将证明现有的两种典型的不确定性

度量是α熵的特殊形式。

定理３ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，当α
→１时，有以下结论：

（１）若一般二元关系变为容差关系，则
ｌｉｍ
α→１
Ｈα（Ｐ）＝Ｇ（Ｐ）；

（２）若一般二元关系变为等价关系，则
ｌｉｍ
α→１
Ｈα（Ｐ）＝Ｈ（Ｐ）。

证明 （１）若一般二元关系变为容差关系，即

ｕｉ∈Ｕ，ＢＰ（ｕｉ）＝ＳＰ（ｕｉ），由式（５）得

ｌｉｍ
α→１
Ｈα（Ｐ）

＝ｌｉｍ
α→１
（１－２α－１）－１ １

Ｕα∑
Ｕ

ｉ＝１
ＳＰ（ｕｉ）α－１－[ ]１

＝ｌｉｍ
α→１∑

Ｕ

ｉ＝１
（
ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ ）α × １

ＳＰ（ｕｉ）
－[ ]１?（１－２α－１）

上式中对α应用洛必塔法则得

ｌｉｍ
α→１
Ｈα（Ｐ）

＝ｌｉｍ
α→１

∑
Ｕ

ｉ＝１

１
ＳＰ（ｕｉ）

×（
ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ ）α ×ｌｎ

ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ

－２α－１×ｌｎ２

＝－∑
Ｕ

ｉ＝１

１
Ｕ ｌｏｇ２

ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ ＝Ｇ（Ｐ）

（２）由定理１可知在等价关系下，α熵退化为
式（６），对式（６）应用洛必塔法则同理可得ｌｉｍ

α→１
Ｈα

（Ｐ）＝Ｈ（Ｐ）。 □
定理４ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，当α

＝２时，有以下结论：
（１）若一般二元关系变为容差关系，则

Ｈα（Ｐ）＝Ｅ′（Ｐ）；
（２）若一般二元关系变为等价关系，令 Ｕ?Ｐ

＝｛Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｍ｝，则 Ｈα（Ｐ）＝Ｅ（Ｐ）。
证明 （１）若一般二元关系变为容差关系，即

ｕｉ∈Ｕ，ＢＰ（ｕｉ）＝ＳＰ（ｕｉ），将α＝２代入式（５）

Ｈα（Ｐ）＝Ｈ２（Ｐ）

＝（１－２）－１ １
Ｕ ２∑

Ｕ

ｉ＝１
ＳＰ（ｕｉ）－[ ]１

＝∑
Ｕ

ｉ＝１

１
Ｕ （１－

ＳＰ（ｕｉ）
Ｕ ）＝Ｅ′（Ｐ）

（２）由定理１可知在等价关系下α熵退化为
式（６），将α＝２代入式（６）得

Ｈα（Ｐ）＝Ｈ２Ｅ（Ｐ）

＝－ ∑
ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ ２?Ｕ ２－[ ]１

＝∑
ｍ

ｉ＝１

Ｐｉ
Ｕ （１－

Ｐｉ
Ｕ ）＝Ｅ（Ｐ） □

由定理３和定理 ４可知，容差关系和等价关
系下两种不确定性度量是一般二元关系下α熵

的特殊情形。因此一般二元关系下的α熵既可

对完备信息系统中等价关系下知识的不确定性进

行度量，也可以对不完备信息系统中基于容差、相

似或限制容差关系下知识的不确定性进行度量。

因此α熵是现有不确定性度量的扩展。

３ 一般二元关系下粗糙集的不确定性度量

定义６［１１］ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，Ｘ
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Ｕ在知识Ｐ下的精度和粗糙度分别为

ｄＰ（Ｘ）＝
ａｐｒＰＸ
ａｐｒＰＸ

， ＰＰ（Ｘ）＝１－
ａｐｒＰＸ
ａｐｒＰＸ

其中ａｐｒＰＸ＝∪｛ｕｉ∈Ｕ｜ＢＰ（ｕｉ）Ｘ｝和ａｐｒＰＸ＝∪
｛ｕｉ∈Ｕ｜ＢＰ（ｕｉ）∩Ｘ≠｝分别表示 Ｘ在一般二
元关系下关于知识Ｐ的下、上近似集。显然 ０≤
ｄＰ（Ｘ），ＰＰ（Ｘ）≤１，粗糙集中不确定性越大，

ＰＰ（Ｘ）越大，而 ｄＰ（Ｘ）越小。因而精度和粗糙度
可用来度量粗糙集的不确定性。

由ＲＳＴ的观点，粗糙集不确定性由两方面原
因造成：知识的粗糙性（知识粒度的大小）和粗糙

集的边界。从定义 ６可知，由近似空间的下近似
与上近似来确定的粗糙集不确定性度量仅考虑了

由边界域引起的不确定性，对论域中知识的不确

定性则无法测得。因此文献［１２］在相容关系下对
精度和粗糙度重新定义如下：

定义７［１２］ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，Ｘ

Ｕ在知识Ｐ下的精度和粗糙度分别为
ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ）＝１－ＰＰ（Ｘ）×ＧＫ（Ｐ）

ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ）＝ＰＰ（Ｘ）×ＧＫ（Ｐ）

其中 ＧＫ（Ｐ）＝∑
Ｕ

ｉ＝１
ＳＰ（ｕｉ）?Ｕ ２用来度量信

息系统中知识的不确定性，ＰＰ（Ｘ）用来度量粗糙
集边界域不确定性。对 Ａｃｃｕｒａｃｙ和Ｒｏｕｇｈｎｅｓｓ的
有效性则通过在相容关系下的实例说明。

例１［１２］ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，Ｕ
＝｛１，２，３，４，５，６｝，Ｘ＝｛１，２，４，６｝，Ｕ?ＳＩＭ（Ａ）＝
｛｛１｝，｛２，６｝，｛３｝，｛４，５｝，｛４，５，６｝，｛２，５，６｝｝，
Ｕ?ＳＩＭ（Ｐ）＝｛｛１，２，６｝，｛１，２，６｝，｛３｝，｛４，５，６｝，
｛４，５，６｝，｛１，２，４，５，６｝｝，则ａｐｒＡＸ＝ａｐｒＰＸ＝｛１，２｝，

ａｐｒＡＸ＝ａｐｒＰＸ＝｛１，２，４，５，６｝，ｄＡ（Ｘ）＝ｄＰ（Ｘ）＝

０４，ＰＡ（Ｘ）＝ＰＰ（Ｘ）＝０６，ＡｃｃｕｒａｃｙＡ（Ｘ）＝０８，

ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ）＝０７，ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ（Ｘ）＝０２０，

ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ）＝０３０。
例１中显然知识 Ｐ比知识Ａ不确定性更大，

但二者却有相同的精度和粗糙度，而对于新定义的

精度和粗糙度则有 ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ）＜ＡｃｃｕｒａｃｙＡ（Ｘ），

ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ（Ｘ）＜ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ），因此 Ａｃｃｕｒａｃｙ和

Ｒｏｕｇｈｎｅｓｓ克服了定义６中精度和粗糙度的不足，
更精确地度量了粗糙集的粗糙性。但我们发现：

（１）若令例１中的 Ｘ＝｛１，２，４，５，６｝，则ａｐｒＡＸ

＝ａｐｒＰＸ＝ａｐｒＡＸ＝ａｐｒＰＸ＝｛１，２，４，５，６｝，从而

ｄＡ（Ｘ）＝ｄＰ（Ｘ）＝１，ＰＡ（Ｘ）＝ＰＰ（Ｘ）＝０，

ＡｃｃｕｒａｃｙＡ（Ｘ）＝ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ）＝１，ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ（Ｘ）

＝ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ）＝０。显然当 Ｘ的上、下近似相
等时，即边界粗糙度为０时，定义６和定义７中的
测度均不能对信息系统中知识的不确定性进行度

量。

（２）例 １中，ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ（Ｘ）＜ＰＡ（Ｘ），

ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ）＜ＰＰ（Ｘ），ｄＡ（Ｘ）＜ＡｃｃｕｒａｃｙＡ（Ｘ），

ｄＰ（Ｘ）＜ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ），即当考虑两种不确定性
时，反而比考虑一种不确定性时粗糙度更小，精度

更大，显然与实际情况不符。

（３）文献［１３］指出，当 Ｘ的下近似为空集时
（称此时的 Ｘ为边界粗糙集），若 Ｘ在不同知识下
的上近似不同，即在不同知识下 Ｘ的边界域不
同，边界越大，知识就越粗糙。而定义６和定义７
中的测度对边界粗糙集的这种不确定性则不能很

好度量，举例如下：

例２ 令例 １中的 Ｘ＝｛２，５｝，则ａｐｒＡＸ＝

ａｐｒＰＸ＝，ａｐｒＡＸ＝｛２，４，５，６｝，ａｐｒＰＸ＝｛１，２，４，５，

６｝，ｄＡ（Ｘ）＝０，ｄＰ（Ｘ）＝０，ＰＡ（Ｘ）＝ＰＰ（Ｘ）＝１，

ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ（Ｘ）＝ＧＫ（Ａ）＝０３３，ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ（Ｘ）＝
ＧＫ（Ｐ）＝０５０，ＡｃｃｕｒａｃｙＡ（Ｘ）＝０６７，ＡｃｃｕｒａｃｙＰ（Ｘ）

＝０５０。
由例２可以看出：相比于知识 Ａ，边界粗糙集

Ｘ在知识Ｐ下的知识粒度和边界域都更大，定义
６中的精度和粗糙度既不能度量边界域的这种不
确定性，也不能度量知识的不确定性；而定义７中
的测度仅度量了信息系统中知识的不确定性，并

没有准确度量边界域的不确定性（即没有体现出

上近似的不同）。我们将文献［１３］中等价关系下
的全局精度σ 扩展到一般二元关系下，即令

σ′Ｐ（Ｘ）＝ Ｕ－ＢＮ′Ｐ（Ｘ）?Ｕ ，其中 ＢＮ′Ｐ（Ｘ）＝
ａｐｒＰＸ－ａｐｒＰＸ。显然对于例 ２中， ＢＮ′Ａ（Ｘ） ＜
ＢＮ′Ｐ（Ｘ），因此 Ｘ在知识Ｐ下边界域不确定性
大于在知识Ａ下的边界域不确定性，由例 ２可算
得全局精度σ′Ｐ（Ｘ）＝０１７＜σ′Ａ（Ｘ）＝０３３，因此
全局精度更好地度量了边界粗糙集的不确定性，

但它不能度量信息系统中知识的不确定性。为此

有必要寻求一种更准确的粗糙集不确定性度量。

下面在一般二元关系下通过α熵以及扩展的全

局精度给出一种新的不确定性度量。

定义８ 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，ＰＡ，Ｘ
Ｕ，Ｘ在知识Ｐ下的α精度定义如下：

ｄαＰ（Ｘ）＝σ′Ｐ（Ｘ）×
Ｈα（Ｐ）

（１－２α－１）－１×（Ｕ １－α－１）
其中σ′Ｐ（Ｘ）用来度量粗糙集的精度，显然 ０≤
σ′Ｐ（Ｘ）≤１；Ｈα（Ｐ）用来度量信息系统中知识的
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精度；（１－２α－１）－１×（Ｕ １－α－１）用来对 Ｈα（Ｐ）
进行归一化，因此０≤ｄαＰ（Ｘ）≤１。同样可定义α
粗糙度为ＰαＰ（Ｘ）＝１－ｄαＰ（Ｘ）。

显然，α精度不仅与粗糙集边界域的不确定

性有关，还与论域中知识的不确定性有关。

定理５（单调性） 信息系统 Ｓ＝（Ｕ，Ａ）中，
Ｐ，ＱＡ，ＰＱ，ＸＵ，则 ｄαＱ（Ｘ）≤ｄαＰ（Ｘ），

ＰαＰ（Ｘ）≤ＰαＱ（Ｘ），当且仅当 Ｐ≈Ｑ时等号成立。
证明 因 ＰＱ，由定理 ４得 Ｈα（Ｑ）≤

Ｈα（Ｐ），当且仅当 Ｐ≈Ｑ等号成立。由定义８可
知要证 ｄαＱ（Ｘ）≤ｄαＰ（Ｘ），只需证明σ′Ｑ（Ｘ）≤
σ′Ｐ（Ｘ）即可。

由 ＰＱ得ｘ∈Ｕ，ＢＰ（ｘ）ＢＱ（ｘ）。又因

ｘ∈ａｐｒＱＸ，ＢＱ（ｘ）Ｘ，得 ＢＰ（ｘ）Ｘ，即 ｘ∈
ａｐｒＰＸ。因此 ａｐｒＱＸ ａｐｒＰＸ。同样，对 ｘ∈
ａｐｒＰＸ，则 ＢＰ（ｘ）∩Ｘ≠，由 ＢＰ（ｘ）ＢＱ（ｘ）得

ＢＱ（ｘ）∩ Ｘ≠，即 ｘ∈ ａｐｒＱＸ，因此 ａｐｒＰＸ
ａｐｒＱＸ，故 ＢＮ′Ｐ（Ｘ）≤ ＢＮ′Ｑ（Ｘ），即σ′Ｑ（Ｘ）≤
σ′Ｐ（Ｘ），所以 ｄαＱ（Ｘ）≤ｄαＰ（Ｘ）成立，当且仅当 Ｐ

≈Ｑ时等号成立。同理可证 ＰαＰ（Ｘ）≤ＰαＱ（Ｘ），
当且仅当 Ｐ≈Ｑ时等号成立。

定理５表明在一般二元关系下α精度和α粗
糙度随知识粒度的变小分别单调递增和递减。

例３ 当α＝２时（α取其他值也可），在相容
关系下各种不确定性度量对例１和例２的计算结
果如表１所示。

表１ 粗糙集合的不确定性度量结果

Ｔａｂ．１ Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｍｅａｓｕｒｅ

Ｘ ｄＡ ｄＰ ＰＡ ＰＰ ＧＫ（Ａ） ＧＫ（Ｐ） ＡｃｃｕｒａｃｙＡ ＡｃｃｕｒａｃｙＰ ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＡ ＲｏｕｇｈｎｅｓｓＰ σ′Ａσ′Ｐ ｄａＡ ｄａＰ ＰａＡ ＰａＰ（Ｘ）

Ｘ１ ０４０４０６０６ ０３３ ０５ ０８ ０７ ０２ ０３ ０５０５０４０３０６ ０７

Ｘ２ １ １ ０ ０ ０３３ ０５ １ １ ０ ０ １ １ ０８０６０２ ０３

Ｘ３ ０ ０ １ １ ０３３ ０５ ０６７ ０５ ０３３ ０５ ０３３０１７０２７０１０７３ ０９

注：Ｘ１＝｛１，２，４，６｝，Ｘ２＝｛１，２，４，５，６｝，Ｘ３＝｛２，５｝

由表１可得：
（１）当 Ｘ＝Ｘ１时，ａｐｒＡＸ１＝ａｐｒＰＸ１≠ａｐｒＡＸ１＝

ａｐｒＰＸ１，即知识 Ａ和Ｐ对粗糙集Ｘ的边界域粗糙
度相等，α精度和α粗糙度也能够正确度量粗糙

集Ｘ的两种不确定性；
（２）当 Ｘ＝Ｘ２时，ａｐｒＡＸ２＝ａｐｒＰＸ２＝ａｐｒＡＸ２＝

ａｐｒＰＸ２，即知识 Ａ和Ｐ对粗糙集Ｘ的边界域粗糙
度为 ０，此时α精度和α粗糙度正确地反映了粗
糙集Ｘ的知识的不确定性；

（３）当 Ｘ＝Ｘ３时，Ｘ３为边界粗糙集，α精度
和α粗糙度既考虑了信息系统中知识的不确定性

（α熵），也考虑了粗糙集不同上近似带来的不确

定性；

（４）从（１）～（３）可知，对ＸＵ都有ｄαＡ（Ｘ）

＜σ′Ａ（Ｘ），ｄαＰ（Ｘ）＜σ′Ｐ（Ｘ），即当考虑两种不确
定性时，相比考虑一种不确定性时精度变小，与人

的认知直觉相符。

例３表明α精度和α粗糙度更准确地度量了
集合不确定性，弥补了现有粗糙集不确定性度量

的缺陷。

４ 结 论

本文将不完备信息系统中的各种扩展 ＲＳＴ
模型以及传统的等价关系模型统一在一般二元关

系粗糙集模型中，提出了一种知识不确定性度量

方法———α熵，它包含了许多现有的不确定性度

量函数，是现有不确定性度量方法的进一步推广。

考虑导致粗糙集粗糙性的原因，本文将α熵和全

局精度结合起来，在一般二元关系下提出了一种

更精确的粗糙集不确定性度量，实例说明了这一

新的度量方法的合理性，弥补了现有粗糙集不确

定性度量的不足。本文提出的不确定性度量方法

是通过度量知识的区分能力来实现的，因此是建

立在导致知识粗糙性原因认知的基础之上，从而

使得ＲＳＴ中的不确定性测量的本质易于理解。
这些结果进一步发展和充实了完备与不完备信息

系统中的不确定性度量理论，为信息系统中不确

定性度量提供了新的研究角度。可以预见一般二

元关系下带有可调节参数的α熵更具一般性和

灵活性，普适性更高，在实际中将得到更广泛的应

用。

（下转第１６２页）
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阵ＱＲ分解的物理意义进行深入研究的基础上，
提出用分块下三角分解的方法实现子空间的求

取，并通过子空间投影的方法，完成抗干扰计算。

该方法的主要优势在于具有简单的并行结构，若

采用 ＣＯＲＤＩＣ方法流水实现 Ｇｉｖｅｎｓ旋转，则整个
算法过程都只用到加法与移位运算，并且该算法

几乎没有需要存储的中间变量，对存储器件的需

求非常小，便于硬件实现，特别适合ＦＰＧＡ实现。
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