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基于空间时频分布的欠定混合信号源个数估计
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摘 要：针对欠定混合信号的源个数估计问题，提出了一种基于空间时频分布与奇异值分解的估计算法，

把所有自源时频点对应的空间时频分布矩阵组成三阶张量，把欠定混合问题转化为超定问题，通过对三阶张

量对应的矩阵进行奇异值分解估计出源信号的数目，该方法不需要假设源信号是稀疏的或独立的，理论分析

和仿真结果验证了算法的有效性。
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盲信号分离（ＢｌｉｎｄＳｏｕｒｃｅＳｅｐａｒａｔｉｏｎ，ＢＳＳ）就
是在未知混合过程的条件下，仅从观测到的混合

信号中恢复出源信号［１］。由于只需假设源信号是

相互独立的，而不需要知道源信号以及混合过程

等其他先验知识，盲信号分离在数字通信、图像处

理、遥感等领域有着广泛的应用。在实际信号环

境中，由于接收阵元数目有限而源信号数目未知，

往往导致混合信号中源信号数目 Ｎ大于阵元数
目Ｍ，对这种混合信号的盲分离被称为欠定盲分
离。目前大多数欠定盲源分离算法都不能估计源

信号数目，在源信号数目已知的条件下才能完成

信号的盲分离，因此，混合信号源个数估计对解决

欠定盲分离问题具有重要意义，也是目前必须亟

待解决的难点。

对于适定或超定混合信号的源个数估计，

Ｗａｘ在假设噪声为高斯白噪声的条件下提出了基
于信息论中 ＡＩＣ（ＡｋａｉｋｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ）和

ＭＤＬ（ＭｉｎｉｍｕｍＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎＬｅｎｇｔｈ）准则的源个数估
计算法［２］，当噪声统计特性未知时 Ｗｕ提出了
ＧＤＥ（ＧｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎＤｉｓｋＥｓｔｉｍａｔｏｒ）准则的源个数估计
算法［３］，在此基础上后来又出现了改进的算

法［４－５］，但是这些方法都不能适应欠定混合的情

况。目前对于欠定混合信号的源个数估计问题的

研究还比较少，Ｂｏｆｉｌｌ等通过假设源信号是稀疏的
首先提出基于势函数聚类的源信号个数估计算

法［６］，之后出现了许多类似的方法如模糊聚类

等［７－９］；Ｌａｔｈａｕｗｅｒ假设源信号是相互独立的，提出
了基于高阶累积量的欠定混合信号源个数估计方

法［１０］，该方法要求源信号都服从亚高斯分布或超

高斯分布。

本文提出了一种基于空间时频分布与奇异值

分解的欠定混合信号源个数估计算法，该方法不

需要假设源信号是稀疏的或者相互独立的，把所

有自源时频点对应的空间时频分布矩阵组成三阶
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张量，然后把三阶张量表示成矩阵的形式，最后通

过奇异值分解来完成源信号数目的估计。

１ 信号模型

假设 Ｎ个窄带远场通信信号ｓ（ｔ）入射到 Ｍ
个阵元组成的天线阵上，由于各个信号的入射方

向不同而引起的幅度衰减和时间延迟的不同，可

得第 ｉ个阵元的接收信号

ｘｉ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｂｉｋｓｋ（ｔ）ｅ－ｊ２πｆｋτｉｋ （ｉ＝１，…，Ｍ）

（１）
其中 ｂｉｋ、τｉｋ分别为信号ｓｋ（ｔ）到达第 ｉ个阵元的
幅度衰减和时间延迟，ｆｋ为信号ｓｋ（ｔ）的频率，式
（１）表示成矩阵形式

ｘ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋｓｋ（ｔ） （２）

其中 ｓ（ｔ）＝ ｓ１（ｔ），…，ｓＮ（ｔ[ ]）Ｔ，ｘ（ｔ）＝
ｘ１（ｔ），…，ｘＭ（ｔ[ ]）Ｔ，Ｎ为源信号数目，Ｍ为阵元
数目，Ｎ＞Ｍ。Ａ＝［ａ１，…，ａＮ］∈ＣＭ×Ｎ为复数矩
阵，ａｋ＝［ａ１ｋ，…，ａＭｋ］Ｔ，其中 ａｉｋ＝ｂｉｋｅ－ｊ２πｆｋτｉｋ。

源个数估计就是在未知幅度衰减 ｂｉｋ、时延

τｉｋ及源信号ｓ（ｔ）的情况下，仅从接收信号 ｘ（ｔ）中
估计出源信号数目。

２ 空间时频分布（ＳＴＦＤ）及自源点选择

信号 ｘｉ（ｔ）的 Ｃｏｈｅｎ类离散时频分布可以表
示为

Ｄｘｉｘｉ（ｔ，ｆ）＝

∑
∞

ｌ＝－∞
∑
∞

ｋ＝－∞
（ｋ，ｌ）ｘｉ（ｔ＋ｋ＋ｌ）ｘｉ（ｔ＋ｋ－ｌ）ｅ－ｊ４πｆｌ

（３）
信号 ｘｉ（ｔ）与 ｘｊ（ｔ）的互时频分布可以表示为

Ｄｘｉｘｊ（ｔ，ｆ）＝

∑
∞

ｌ＝－∞
∑
∞

ｋ＝－∞
（ｋ，ｌ）ｘｉ（ｔ＋ｋ＋ｌ）ｘｊ（ｔ＋ｋ－ｌ）ｅ－ｊ４πｆｌ

（４）
其中（ｋ，ｌ）为核函数，则信号 ｘ（ｔ）的空间时频
分布（ＳＴＦＤ）可以表示为

Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）＝ＡＤｓｓ（ｔ，ｆ）ＡＨ （５）

其中 Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）∈ＣＭ×Ｍ，Ｄｘｘ（ｔ，ｆ[ ]）ｉｊ＝Ｄｘｉｘｊ（ｔ，ｆ），

Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）∈ＣＮ×Ｎ，Ｄｓｓ（ｔ，ｆ[ ]） ｉｊ＝Ｄｓｉｓｊ（ｔ，ｆ）。

令Ωｉ为信号ｘｉ（ｔ）的时频支撑域，即

Ｄｓｉｓｉ（ｔ，ｆ）≠０ （ｔ，ｆ）∈Ωｉ

Ｄｓｉｓｉ（ｔ，ｆ）＝０ （ｔ，ｆ）Ω{
ｉ

（６）

令Ω为Ｍ个观测信号ｘｉ（ｔ）（１＜ｉ＜Ｍ）的时

频支撑域，则Ω＝∪
Ｎ

ｉ＝１
Ωｉ，考虑到噪声的影响，首先

通过式（７）选择信号能量足够大的时频点（ｔ，ｆ）∈
Ω。如果

Ｄｘｘ（ｔ，ｆ

 
）

ｍａｘ
ｆ
Ｄｘｘ（ｔ，ｆ

 
）
＞ε１，（ｔ，ｆ）∈Ω （７）

其中‖·‖为 Ｆ范数，ε１为门限值（一般取 ００５）
由于信号 ｘ（ｔ）是 Ｎ个源信号的线性组合，则时
频分布中不仅有每个源信号本身的时频分布，还

有不同源信号相互交叉产生的虚假信号，把只含

有源信号本身的时频点称为“自源点”，由不同源

信号的交叉项所产生的时频点称为“互源点”。令

接收信号 ｘ（ｔ）的所有自源时频点的集合为Ωｓ，
下面可以通过文献［１１］提出的方法选择信号空间
时频分布的自源时频点。如果

ｔｒａｃｅ珚Ｄｘｘ（ｔ，ｆ( )）
珚Ｄｘｘ（ｔ，ｆ

 

）
＞ε２， （ｔ，ｆ）∈Ωｓ （８）

其中，珚Ｄｘｘ＝ＷＤｘｘ（ｔ，ｆ）ＷＨ，ｔｒａｃｅ（·）为矩阵的迹，
Ｗ＝Λ－１?２ＵＨ为白化矩阵，Λ、Ｕ分别为协方差矩
阵Ｒ＝Ｅ ｘ（ｔ）ｘ（ｔ）[ ]Ｈ 的特征值矩阵和特征向量
矩阵，ε２为门限值（一般取０８５）。

通过式（７）和（８）就可以得到信号 ｘ（ｔ）的空
间时频分布矩阵的所有自源时频点的集合Ωｓ，则

对任意时频点（ｔｉ，ｆｊ）∈Ωｓ，可得

Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）＝ＡＤｓｓ（ｔ，ｆ）ＡＨ＝Ａ珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）ＡＨ

（９ａ）
其中，珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）为对角矩阵，且 珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ[ ]） ｉｉ＝

Ｄｓｓ（ｔ，ｆ[ ]） ｉｉ＝Ｄｓｉｓｉ（ｔ，ｆ）。

图１为３个阵元接收到的４个线性调频信号
的时频分布图，（ａ）为自源时频点选择前混合信号
的时频分布图，从图中可以看出既有“自源时频

点”也有“互源时频点”，（ｂ）为进行自源点选择后
得到的混合信号的时频分布图，从图中可以看出

已经消除了“互源点”的影响。

３ 源信号个数估计

对于任意自源时频点（ｔ，ｆ）∈Ωｓ，接收信号

ｘ（ｔ）的空间时频分布矩阵可以表示为
Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）＝Ａ珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）ＡＨ （９ｂ）

其中，珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）＝ｄｉａｇ［Ｄｓ１ｓ１（ｔ，ｆ），…，ＤｓＮｓＮ（ｔ，ｆ）］。

令时频支撑域Ωｓ包含Ｌ个自源时频点，即

Ωｓ＝ （ｔ，ｆ）ｋ １≤ｋ≤{ }Ｌ，则可以得到 Ｌ个空间
时频分布矩阵 Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）ｋ １≤ｋ≤{ }Ｌ，即
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Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）１＝Ａ珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）１ＡＨ



Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）Ｌ＝Ａ珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）ＬＡ
{

Ｈ

（１０）

图１ 自源时频点选择前后信号的时频分布图

Ｆｉｇ．１ ＴＦｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍｉｘｔｕｒｅｓａｎｄｔｈｅｓｅｌｅｃｔｅｄ
ａｕｔｏｓｏｕｒｃｅＴＦｐｏｉｎｔｓ

这 Ｌ个时频分布矩阵可以组成一个三阶张量 Ｄ

∈ＣＭ×Ｍ×Ｌ，其中第（ｉ，ｊ，ｋ）个元素Ｄｉｊｋ为

Ｄｉｊｋ＝ Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）[ ]ｋ ｉｊ （１≤ｉ，ｊ≤Ｍ，１≤ｋ≤Ｌ）

（１１）
定义矩阵 Ｄ∈ＣＬ×Ｎ，其中第（ｋ，ｎ）个元素 Ｄｋｎ＝
珚Ｄｓｓ（ｔ，ｆ）[ ]ｋ ｎｎ，则张量 Ｄ可以表示为向量外积，

即

Ｄ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ａｎａｎｄｎ （１２）

其中，Ｄｉｊｋ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ＡｉｎＡｊｎＤｋｎ，ａｎ、ａｎ、ｄｎ分别为矩阵

Ａ、Ａ 和Ｄ的第ｎ个列矢量，Ａｉｎ、Ａｊｎ、Ｄｋｎ分别为
矩阵 Ａ和Ａ 的第（ｉ，ｎ），（ｊ，ｎ）个元素，符号
“”表示向量的外积。

把三阶张量 Ｄ∈ＣＭ×Ｍ×Ｌ表示成矩阵 Ｃ∈

ＣＭ
２×Ｌ的形式，Ｃｉｊ表示矩阵Ｃ的第（ｉ，ｊ）个元素，

则

Ｃ（ｉ－１）Ｍ＋ｊ，ｋ＝Ｄｉｊｋ （１３）
由文献［１２］知，式（１２）可以表示成矩阵乘积的形
式

Ｃ＝（Ａ⊙Ａ）·ＤＴ （１４）
其中，⊙ 表示 ＫｈａｔｒｉＲａｏ乘积，（Ａ⊙Ａ）∈

ＣＭ
２×Ｎ。

当混合矩阵 Ａ为复数矩阵，源信号数目 Ｎ≤
Ｍ２时，矩阵 Ａ⊙Ａ是列满秩的［１２］，即

ｒａｎｋ（Ａ⊙Ａ）＝Ｎ （１５）
又因为 ＤＴ是行满秩的，即 ｒａｎｋ（ＤＴ）＝Ｎ，则

ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ （１６）
因此，矩阵 Ｃ的秩等于源信号的数目Ｎ。

可以通过对矩阵 Ｃ进行特征分解，得到 Ｍ２

个奇异值 λｋ １≤ｋ≤Ｍ{ }２ ，由于矩阵 Ｃ的秩等于
源信号的数目Ｒ，则λＲ＋１＝…λＭ２＝０，定义 Ｈｋ为

Ｈｋ＝
λｋ－λｋ( )＋１

λｋ＋１
（１≤ｋ≤Ｍ２－１） （１７）

则

Ｈｋ＝
λｋ－λｋ( )＋１ ?λｋ＋１ １≤ｋ＜Ｎ
∞ ｋ＝Ｎ
０ Ｎ＜ｋ＜Ｍ２

{
－１

（１８）

使检测统计量 Ｈｋ最大时对应的ｋ值就等于源信
号的数目Ｎ，即

Ｎ＝ａｒｇｍａｘ
１≤ｋ＜Ｍ

２
Ｈ[ ]ｋ （１９）

４ 算法步骤

（１）通过式（３）、（４）计算信号 ｘ（ｔ）的 Ｃｏｈｅｎ类
空间时频分布，得到空间时频表示矩阵 Ｄｘｘ（ｔ，ｆ）；

（２）通过式（７）、（８）找出接收信号 ｘ（ｔ）能量
不为零的自源时频点的集合Ωｓ；

（３）把时频支撑域Ωｓ中Ｌ个自源时频点对应
的空间时频分布矩阵表示成三阶张量 Ｄ∈
ＣＭ×Ｍ×Ｌ，如式（１１）；
（４）通过式（１３）把三阶张量 Ｄ∈ＣＭ×Ｍ×Ｌ表示

成二维矩阵Ｃ＝（Ａ⊙Ａ）·ＤＴ的形式；
（５）对矩阵 Ｃ进行奇异值分解得到Ｍ２个奇

异值 λｋ １≤ｋ≤Ｍ{ }２ ，通过式（１９）估计出混合信
号 ｘ（ｔ）中源信号数目 Ｎ。

５ 性能仿真与分析

（１）基于空间时频分布与基于四阶累积量的
源个数估计算法性能

接收天线为阵元数目 Ｍ为３的均匀圆阵，均
匀圆阵的半径与波长之比为０５５，源信号为 Ｎ＝
４的线性调频信号，入射方位角分别为θ１＝π?５，

θ２＝３π?１０，θ３＝２π?５，θ４＝０，俯仰角分别为１＝
７π?１０，２＝９π?１０，３＝３π?５，４＝４π?５，信号采样点
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数为５１２，采样频率为 ５Ｍｓｐｓ，信噪比变化范围为
－１０～１０ｄＢ，不同信噪比条件下分别进行 ５００次
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真。

图２为基于空间时频分布（ＳＴＦＤｂａｓｅｄ）的算
法与基于四阶累积量（ＦＯＳｂａｓｅｄ）［１０］的算法在不
同信噪比条件下的估计性能，从图中可以看出，由

于本文算法通过式（７）降低了噪声的影响，在低信
噪比条件下，本文算法的源个数估计性能明显优

于基于四阶累积量的方法。

（２）不同源信号数目条件下的本文算法性能
源信号为 Ｎ分别取４、５、６的线性调频信号，

第５、６个信号的入射方位角为θ５＝π?１０，θ６＝３π?５，
俯仰角为５＝３π?５，６＝π?５，其他仿真条件与仿
真（１）相同。

图３为在源信号数目 Ｎ分别为４、５、６时本文
算法的估计性能，从图中可以看出当信噪比大于

５ｄＢ时能够正确识别源信号数目的比例接近
１００％，但是随着源数目的增加，混合矩阵 Ａ的列
矢量相关性增强，识别正确率随之下降。

图２ 基于空间时频分布和四阶累积量算法的估计性能
Ｆｉｇ．２ ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆＳＴＦＤｂａｓｅｄ

ａｎｄＦＯＳｂａｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图３ 不同源个数条件下本文算法估计性能

Ｆｉｇ．３ Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｏｕｒｃｅｓ

６ 结束语

本文提出了一种基于空间时频分布的欠定混

合信号源个数估计算法，把所有自源时频点对应

地空间时频分布矩阵组成三阶张量，然后把三阶

张量表示成矩阵的形式，最后通过奇异值分解来

完成源信号数目的估计。仿真结果表明，在低信

噪比条件下本文算法的源个数估计性能明显优于

基于四阶累积量的方法，此外，当源信号数目远大

于阵元数时，本文算法也能很好地估计出源个数，

但随着源个数的增加，估计性能会随之降低。
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