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摘 要：提出了一种在分数傅里叶变换域中对图像进行复原的新方法。对于模糊且含有高斯噪声和啁啾

噪声的图像进行分数傅里叶变换，利用各种噪声在分数域中的性质估计出复原图像的分数谱，再通过逆分数

傅里叶变换返回空域，获得复原图像。在图像受到多种因素导致退化的情况下，以及在无任何先验知识的前

提下，此方法可以简化复原过程，进行图像盲复原。
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２０世纪９０年代，Ｏｚａｋｔａｓ和 Ｅｒｄｅｎ等［１－３］在分

数傅里叶域利用多阶最优滤波算法在最小均方误

差意义下对退化的图像进行了恢复，取得了较好

的效果，但是该方法需要获得一些先验知识。

２００１年和 ２００３年，严佩敏等［４］、张怡霄［５］在分数

域对含ｃｈｉｒｐ噪声的图像进行了恢复。２００７年，王
静［６］利用自适应滤波算法在分数域对含高斯噪声

的图像进行去噪，但计算繁琐，只适用于较小的图

像。在实际情况中，有时各种噪声都可能存在，单

用一种方法很难获得较满意的复原图片，针对这

种情况，本文设计了含模糊“噪声”、啁啾噪声和高

强度高斯噪声的退化图像，为了叙述方便，本文将

模糊因素也视为一种引起图像退化的“噪声”。因

为分数傅里叶变换是傅里叶变换的深化和扩展，

在分析各种信号时可根据信号性质转化到不同阶

数的分数域上进行处理，有很大的扩展和通用性，

因此本文在分析三种噪声在分数傅里叶域的性质

的基础上，在分数域对噪声进行去除或估计，实现

图像复原。

１ 分数傅里叶域的图像恢复方法

１１ 分数傅里叶变换的定义及与本算法相关的

基本性质

一维函数 ｇ（ｘ）的分数傅里叶变换的定义为
（将自变量改为二维矢量就可以直接推广到二维

情况）：
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式中 Ｇ（ｕ）称为 ｇ（ｘ）的分数傅里叶谱，α称为分
数傅里叶变换的阶，可为任意实数。Ｆ０，Ｆπ 通过
极限过程定义，Ｆ－α｛｝是 Ｆα｛｝的逆变换。α和Ｐ
的关系为α＝Ｐπ?２，因此α阶广义傅里叶变换还
可表为 Ｆ（Ｐ）｛ｇ（ｘ）｝，其 主 值 区 间 为 α∈
（－π，π］或Ｐ∈（－２，２］。

分数傅里叶变换是线性变换，即有

Ｆ（α）｛Ａｇ（ｘ）＋Ｂｈ（ｘ）｝
＝ＡＦ（α）｛ｇ（ｘ）｝＋ＢＦ（α）｛ｈ（ｘ）｝ （２）
因为变换关于α具有周期性，周期为 ２π，Ｍ

是整数，所以

Ｆ（ｐ
π
２）｛ｇ（ｘ）｝＝Ｆ（α）｛ｇ（ｘ）｝

＝Ｆ（α＋２Ｍπ）｛ｇ（ｘ）｝

＝Ｆ（ｐ＋４Ｍ）
π
２）｛ｇ（ｘ）｝ （３）

１２ 各种噪声在分数傅里叶域的性质

我们采用５１２×５１２像元的 ｌｅｎａ灰度图，如图
１（ａ）所示，其在分数阶分别为０２５、０５、０７５、１时
的离散分数傅里叶变换（ＤｉｓｐｅｒｓｅＦｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＲＴ）幅值谱如图１（ｅ）所示。

对原图像添加了水平移动５０个像素，角度旋
转４５°的模糊噪声，如图１（ｂ）所示，其在分数阶分
别为 ０２５、０５、０７５、１时的 ＤＦＲＴ幅值谱如
图１（ｆ）所示，可见在分数傅里叶域幅值谱也有明
显的偏移。

图１ 各种图像及其对应的分数谱

Ｆｉｇ．１ ＴｈｅｖａｒｉｏｕｓｉｍａｇｅｓａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＤＦＲＴａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｐｅｃｔｒｕｍ
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对原图像添加均值为０、方差为０２幅度的高
斯噪声，如图１（ｃ）所示，其在分数阶分别为０２５、
０５、０７５、１时的 ＤＦＲＴ幅值谱如图 １（ｇ）所示，随
着分数变换阶次 ａ值增加，图像分数傅里叶变换
域的能量逐渐表现出聚集性，而分数阶傅里叶变

换对白噪声没有能量聚焦的性质［８］，只有在 １阶
（或周期阶数）分数域，即普通傅里叶变换域中，将

与信号频谱交叠集中。因此可以在图像的高阶分

数傅里叶变换中，对大部分高斯噪声进行去除。

把图像分为４块，每块加入一个形式为 ｆ（ｘ，ｙ）

＝１２ｅ
－ｉπ［（ｘ

２＋ｙ２）－２ｘ－２ｙ］的加性噪声如图 １（ｄ）所示。

图１（ｈ）为含啁啾噪声图像在分数阶分别为０２５、
０５、０７５、１时的 ＤＦＲＴ幅值谱波形。可见在特定
阶数，图像信息和此加性噪声信息分得很开，但越

靠近１阶（即普通傅里叶变换域），两者耦合得越
厉害。

１３ 图像复原过程

设含噪图像可以表示为

ｇ（ｘ，ｙ）＝ｓ（ｘ，ｙ）＋ｎ（ｘ，ｙ） （４）
其中 ｓ（ｘ，ｙ）表示原始图像，ｎ（ｘ，ｙ）表示干扰噪
声。根据分数傅里叶变换的叠加原理［７］，对于两

个相互独立的加性混合信号的分数傅里叶变换等

于它们各自的分数傅里叶变换之和。因此对上式

两边同时作分数傅里叶变换可得

Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ）＝Ｓ（ｐ）（ｘ，ｙ）＋Ｎ（ｐ）（ｘ，ｙ） （５）
其中，Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ）、Ｓ（ｐ）（ｘ，ｙ）、Ｎ（ｐ）（ｘ，ｙ）分别表示
图像信号 ｇ（ｘ，ｙ）、ｓ（ｘ，ｙ）、ｎ（ｘ，ｙ）的分数傅里

叶变换，ｐ表示分数阶傅里叶变换的阶数。当 ｐ
＝１时，上式退化为普通的傅里叶变换。
对于含有混合噪声的图像进行分数傅里叶变

换，含噪图像分数谱 Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ）减去估计噪声分数谱
Ｎ^（ｐ）（ｘ，ｙ）就是复原图像的估计分数谱 Ｓ^（ｐ）（ｘ，ｙ），
再通过逆分数傅里叶变换返回空域，获得复原图

像。

Ｓ^（ｐ）（ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ）－Ｎ^（ｐ）（ｘ，ｙ） （６）

２ 计算机模拟

为了检验本文基于分数傅里叶变换域图像恢

复的有效性，用 Ｍａｔｌａｂ语言编程对含噪图像进行
了复原实验。

２１ 含高斯噪声图像的复原实验

对于含有高斯噪声的图像，可以在含噪图像

的高阶分数傅里叶变换中，对大部分高斯噪声进

行去除。图 ２（ａ）为含高斯噪声图像图 １（ｃ）的
０９５阶分数傅里叶变换，图２（ｂ）为对图２（ａ）去除
毛刺状高斯噪声分数谱后的情形，图２（ｃ）为利用
图２（ｂ）进行逆分数傅里叶变换复原出的图像，图
２（ｄ）为传统的 Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器滤波的去噪效
果。因为传统的去噪将图像的边缘和细节这些高

频项也进行了部分去除，而分数域则是只去除了

大部分的噪声项，对图像的边缘和细节这些高频

项影响不大，因此可以注意到，在分数傅里叶域滤

波得到的去噪图片较傅里叶域滤波获得的图片轮

廓更加清晰。

图２ 含高斯噪声图像的复原

Ｆｉｇ．２ ＴｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

２２ 含运动模糊噪声图像的复原实验

对运动模糊图像，我们发现，若只考虑０到１
范围内的阶数，当阶数小于 ０５时的分数傅里叶
变换，原图与模糊图像的分数谱差值分布基本相

同，图３（ａ）为阶数为０１时模糊噪声谱与原图谱
相减得到的ＤＦＲＦＴ幅值谱，图３（ｂ）为阶数为０２５

时模糊噪声谱与原图谱相减得到的 ＤＦＲＦＴ幅值
谱。对模糊图像再次进行模糊，利用再次模糊图

像与模糊图像的分数谱的差值对模糊噪声的分数

谱 Ｎ^模糊（ｐ）（ｘ，ｙ）进行估计，得到的复原图像如图

３（ｃ）。
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图３ 含运动模糊噪声图像的复原

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｂｌｕｒｒｅｄｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

２３ 含高斯噪声和运动模糊噪声图像的复原实验

对含有高斯噪声的模糊图像如采用２２节的
方法效果不堪，此时利用傅里叶域的巴特沃斯的

低通和高通滤波器对图像进行处理，返回空域获

得低通图像和高通图像，低通图像 ｇ低通（ｘ，ｙ）包
含了模糊噪声和图像背景的大部分信息，高通图

像 ｇ高通（ｘ，ｙ）包含了高斯噪声和图像边缘细节的
大部分信息，利用（７）式计算出待复原图像的分数
谱 Ｓ^（ｐ）（ｘ，ｙ）。Ｇ（ｐ）低通（ｘ，ｙ）为 ｇ低通（ｘ，ｙ）的 ｐ阶
分数傅里叶变换，Ｇ（ｐ）高通（ｘ，ｙ）为 ｇ高通（ｘ，ｙ）的 ｐ
阶分数傅里叶变换。

Ｓ^（ｐ）（ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ）－ Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ[{ ）

－Ｇ（ｐ）低通（ｘ，ｙ]） ＋ Ｇ（ｐ）（ｘ，ｙ[ ）

－Ｇ高通（ｐ）（ｘ，ｙ] }） （７）
图４（ａ）为含模糊和高斯噪声的图像，图４（ｂ）

为对图像（ａ）进行巴特沃斯低通滤波后的图像，图
４（ｃ）为对图像（ａ）进行巴特沃斯高通滤波后的图
像。

我们把退化图像看做由复原图像＋模糊“噪
声”＋高斯噪声的三个加性图，图 ４（ｄ）为利用高
通图像和低通图像在空域中得到的恢复图，图（ｅ）
为在０５阶分数域利用估计出的混合噪声谱即模
糊“噪声”＋高斯噪声谱，计算出复原图像分数谱，
并对其进行逆分数傅里叶变换得到的复原图。可

见，分数域相比空域，噪声能够被更好地滤除。

图４ 含模糊和高斯噪声图像的恢复过程

Ｆｉｇ．４ ＴｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｂｌｕｒｒｅｄａｎｄＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

２４ 含模糊、高斯噪声和啁啾噪声图像的复原实验

图 ５（ａ）为含模糊、高斯噪声和啁啾噪声图
像，图 ５（ｂ）为对图 ５（ａ）进行分数阶为 ０５的

ＤＦＲＴ幅值谱，图 ５（ｃ）为在图 ５（ｂ）去除啁啾尖峰
的ＤＦＲＴ幅值谱，对图 ５（ｂ）按 ２３节的过程进行
恢复，图５（ｄ）为最终复原结果。

图５ 含模糊、高斯噪声和啁啾噪声图像的复原过程

Ｆｉｇ．５ Ｔｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｂｌｕｒｒｅｄ，Ｇａｕｓｓｉａｎａｎｄｃｈｉｒｐｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

（下转第９８页）
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图５ 端到端分组时延比较图

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｖｅｒａｇｅｅｎｄｔｏｅｎｄｄｅｌａｙ

图６ 分组递交率性能比较图

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐａｃｋｅｔｄｅｌｉｖｅｒｒａｔｉｏ

４ 结 论

本文提出了基于Ｐ２Ｐ的大规模ＭＡＮＥＴ分层

共享路由模型，通过引入基于网络实际拓扑的分

层机制和Ｐ２Ｐ分布式共享策略，将路由信息在不
同层上进行发布和共享，有效地解决了绕路问题，

提高了ＭＡＮＥＴ路由性能。
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３ 结束语

本文以分数傅里叶变换的理论为基础，提出

了一种基于分数傅里叶变换结合噪声估计的去噪

方法，并用计算机模拟进行了验证。

对于高斯噪声，主要在高阶分数傅里叶域中

直接将其剔除；对于模糊噪声，利用原图与模糊图

像的分数谱差值分布的稳定性，对模糊噪声进行

估计后将图像复原；对于啁啾噪声，也主要在分数

傅里叶域直接将其剔除；对于混合噪声，根据巴特

沃斯低通和高通滤波器得到的信息在分数域中估

计出复原图像的分数谱，再通过逆分数傅里叶变

换返回空域，获得复原图像。因为本方法对噪声

谱只能大致估计，所以恢复效果与估计的准确度

有关。在图像受到多种因素导致退化的情况下，

以及在无任何先验知识的前提下，此方法可以对

各种加性噪声进行图像盲复原。
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