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摘 要：针对ＢＳＣ信道，提出了一种线性分组码的最大似然译码差错概率下界的计算方法。根据最大似
然译码算法原理，首先将译码差错概率转化为差错事件的联合概率，基于改进的 ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界的优化准
则，推导出ＢＳＣ信道下线性分组码差错冗余事件的判决准则，最后得到差错概率下界的计算表达式。该下界
只依赖于码字的Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布与信道的交叉概率。针对不同的ＬＤＰＣ码的仿真结果表明：较之常见的下
界和ｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇｂｏｕｎｄ，本算法得到的下界性能更好、计算复杂度更低。

关键词：ＬＤＰＣ；最大似然译码；Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布函数；优化准则
中图分类号：ＴＮ９１１２２ 文献标识码：Ａ

ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅＥｒｒｏｒＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆＬｉｎｅａｒ
ＢｌｏｃｋＣｏｄｅｓｏｖｅｒｔｈｅＢＳＣＣｈａｎｎｅｌ

ＸＵＢａ１，２，ＨｅＹｉｎｇｌｉａｎｇ３，ＺＨＯＵＣｈａｎｇｓｈｕ４，ＺＨＡＮＧＥｒｙａｎｇ１

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｓｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖ．ｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｔｈｅ６３ｒｄＲｅｓｅａｒｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＰＬＡＧｅｎｅｒａｌＳｔａｆｆＨｅａｄｑｕａｒｔｅｒ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１０００７，Ｃｈｉｎａ；

３．ＣｏｌｌｅｇｅｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖ．ｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ；

４．ＴｈｅＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＳｅｃｔｉｏｎｏｆＲｅｓｅｒｖｅＤｉｖｉｓｉｏｎ，ＨｕｎａｎＭｉｌｉｔａｒｙＲｅｇｉｏｎ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００１６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｎｔｈｅｅｒｒｏｒｒａｔｅｏｆｌｉｎｅａｒｂｉｎａｒｙｂｌｏｃｋｃｏｄｅｓ（ｕｎｄｅｒｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｄｅｃｏｄｉｎｇ）ｏｖｅｒＢＳＣｃｈａｎｎｅｌｓｉｓ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ（ＭＬ）ｄｅｃｏｄｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｔｈｅｄｅｃｏｄｉｎｇｅｒｒｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｉｓｆｉｒｓｔｌｙ
ｃｏｎｖｅｒｔｅｄｉｎｔｏｔｈｅｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｅｖｅｎｔｓ，ａｎｄｔｈｅｊｕｄｇｅｒｕｌｅｏｆｔｈｅｒｅｄｕｎｄａｎｔｅｒｒｏｒｅｖｅｎｔｓｉｓｄｅｄｕｃｅｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｕｌｅｏｆｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆｂｏｕｎｄ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎａｂｏｕｔｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｓｏｌｅｌｙｄｅｐｅｎｄｓｏｎｔｈｅＨａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｅｎｕｍｅｒａｔｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｄｅａｎｄｔｈｅｃｒｏｓｓｏｖｅｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｈａｎｎｅｌ．Ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｒｅｓｕｌｔｓａｐｐｌｙｉｎｇｔｏｖａｒｉｏｕｓＬＤＰＣｃｏｄｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍｓｔｈｏｓｅｇｅｎｅｒｉｃｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓａｎｄｔｈｅｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇ
ｂｏｕｎｄ．Ｉｔｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓａｌｓｏｌｏｗｅｒ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｌｏｗｄｅｎｓｉｔｙｐａｒｉｔｙｃｈｅｃｋｃｏｄｅｓ；ｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｄｅｃｏｄｉｎｇ；ｈａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｅｎｕｍｅｒａｔｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｕｌｅ

不同于计算机仿真，分析性能界时，只需知道

码字的汉明重量分布（ＨａｍｍｉｎｇＷｅｉｇｈｔＥｎｕｍｅｒａｔｏｒ
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＷＥＦ）或输入－输出重量分布函数（Ｉｎｐｕｔ
ＯｕｔｐｕｔＷｅｉｇｈｔＥｎｕｍｅｒａｔｏｒＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＯＷＥＦ），就可以
得出纠错码误码率的上、下界，从而对纠错码的性

能进行估计。长期以来，对性能界的研究与分析

备受学者的关注，这是理论分析码字性能、了解码

字结构对性能影响的重要手段，能够为好码的构

造提供理论依据，对于信息论与编码理论的发展

具有重要的意义。

对性能界的研究包括两个方面：性能上界和

性能下界，本文主要针对下界进行研究。随着数

学理论的发展，利用联合概率事件的下界来估计

码字的纠错性能受到越来越多的青睐［１－１１］。文献

［１］将文献［２］提出的 ｄｅＣａｅｎｓ不等式应用于二
进制线性分组码的性能估计，得到了 ＢＰＳＫ
ｍｏｄｕｌａｔｅｄＡＷＧＮ信道下误码率下界，该下界仅仅
依赖于码字的 ＷＥＦ，当信噪比（Ｅｂ?Ｎ０）趋于无穷
大时，能够收敛于码字的联合上界（ｕｎｉｏｎｕｐｐｅｒ
ｂｏｕｎｄ）；文献［３］在文献［１］的基础上，通过在 ｄｅ
Ｃａｅｎｓ不等式中引入优化函数，根据优化函数的
不同推导出两种性能下界：ｎｏｒｍｂｏｕｎｄ与 ｄｏｔ
ｐｒｏｄｕｃｔｂｏｕｎｄ，同时证明了文献［１］提出的 Ｓｅｇｕｉｎｓ
ｂｏｕｎｄ是这两种界的特殊情况，这两种界的性能
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比Ｓｅｇｕｉｎｓｂｏｕｎｄ的更好。文献［４］提出了联合概
率的 ＫＡＴ界，并证明了该下界比 ｄｅＣａｅｎ界［２］与

ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界［５］更接近联合概率的真实值，为

下界的发展指明了新的方向。文献［６］分析了
ＢＰＳＫｍｏｄｕｌａｔｅｄＡＷＧＮ信道下编码信号的性能，
提出了两种简化的下界计算方法：ＬＢｆ和ＬＢｓ，两
种算法既降低了计算复杂度，同时提高了性能估

计的精度，其中：ＬＢｆ仅利用最小Ｈａｍｍｉｎｇ重量码
字的ＷＥＦ和码字两两之间乘积的重量分布；ＬＢｓ
只需知道码的ＷＥＦ。

上述差错概率的下界主要针对 ＡＷＧＮ信道，
只有文献［３］和［７］对ＢＳＣ信道下的下界进行了研
究。然而，这些下界的计算复杂度偏高，计算时间

长，同时下界性能有较大的提升空间。本文在文

献［８］的基础上，提出了基于改进的 Ｄａｗｓｏｎ
Ｓａｎｋｏｆｆ界的 ＢＳＣ信道下线性分组码差错冗余事
件的判断准则，推导出差错概率下界的计算表达

式，并针对各种ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ码进行了仿真，结果
表明：在所有交叉概率（ｐ）的范围内，本文提出的
下界比文献［３］中下界的值更高，性能更好，计算
时间明显缩短；并且，随着 ｐ的增大，性能的相对
优势更明显。

１ ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界

１１ 传统的ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界

ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界最早于１９６７年在文献［５］中
被提出，定理１给出了该传统下界的具体描述。

定理 １ 假设 Ａ１，Ａ２，…，ＡＮ 是概率空间

Ω，( )Ｐ上的有限事件集合，则有

Ｐ∪
Ｎ

ｉ＝１
Ａ( )ｉ ≥

１－( )θ·Ｓ２１
２Ｓ２＋ １－( )θ·Ｓ１

＋ θ·Ｓ２１
２Ｓ２＋ ２－( )θ·Ｓ１

（１）

其中：Ｓ１∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐ Ａ( )ｉ ，Ｓ２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
Ｐ Ａｉ∩ Ａ( )ｊ，

θ
２Ｓ２
Ｓ１
－?
２Ｓ２
Ｓ１
」。

定理１中得到的 ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界仅依赖于
单个事件概率和事件成对出现的联合概率；但当

Ｎ很大时，计算复杂度仍很大；文献［４］严格证明了
该下界是ＫＡＴ界的特例，性能不如ＫＡＴ界的好。

１２ ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界的改进

为了简化 ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界的计算同时提高
其性能，Ｈｏｐｐｅ在文献［８］中通过理论与实例证
明：通过移除满足优化准则的冗余事件可以提高

联合概率的下界。这里以定理２的形式给出文献

［８］的结论，相关证明详见文献［８］。
定理 ２ 假设 Ａ１，Ａ２，…，ＡＮ 是概率空间

Ω，( )Ｐ上的有限事件集合，则有

Ｐ∪
Ｎ

ｉ＝１
Ａ( )ｉ ≥ｍａｘ

Ｉ

１－θ( )[ ]Ｉ ·Ｓ２１( )Ｉ
２Ｓ２( )Ｉ＋ １－θ( )[ ]Ｉ ·Ｓ１( ){ Ｉ

＋ θ( )Ｉ·Ｓ２１( )Ｉ
２Ｓ２( )Ｉ＋ ２－θ( )[ ]Ｉ ·Ｓ１( ) }Ｉ （２）

这里 Ｉ １，２，…，{ }Ｎ，Ｓ１( )Ｉ＝∑
ｉ∈Ｉ
Ｐ Ａ( )ｉ ，Ｓ２( )Ｉ＝

∑
ｉ∈Ｉ
∑
ｊ∈Ｉ，ｊ＜ｉ

Ｐ Ａｉ∩ Ａ( )ｊ，θ( )Ｉ＝
２Ｓ２( )Ｉ
Ｓ１( )Ｉ －?

２Ｓ２( )Ｉ
Ｓ１( )Ｉ」。

其中，（２）式右边的最大值在 Ｉ＝Ｉ时取得，而对
于ｊ∈ １，２，…，{ }Ｎ ，当且仅当：

Ａｊ ∪
ｉ∈Ｉ
Ａｉ

Ｐ Ａ( )ｊ －
１
Ｋ·∑

ｉ∈Ｉ
Ｐ Ａｊ∩ Ａ( )ｉ ＜{ ０

（３）

成立时，ＡｊＡＩ。这里有：ＡＩ  Ａｉ ｉ∈Ｉ{ } ，

Ｋ１＋?
２Ｓ２ ＡＩ∪Ａ( )ｊ
Ｓ１ ＡＩ∪Ａ( )ｊ

」。

式（３）即为去除冗余事件的优化准则，通过判
断式（３）是否成立来决定是否从 Ｉ中移除当前事
件。根据式（２）能得到联合概率的更紧的下界，同
时简化了下界计算的复杂度。

２ 基于改进 Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的差错
概率下界分析

线性码码长为 Ｎ，编码后码字个数为 Ｍ，分
别为 ｃ０，ｃ１，…，ｃＭ－１。假设 ｃｔ经 ＢＳＣ信道传输
后，接收码字为 Ｒ，Ｒ也为Ｎ维矢量，有

Ｒ＝ｃｔ＋ｅ （４）

ｅ为Ｎ维二进制错误矢量。在接收端，采用最大
似然译码（ＭＬ）算法将 Ｒ译成与其 Ｈａｍｍｉｎｇ距离
最短的码字，即ａｒｇｍｉｎ

ｃｉ
ｄＨ ｃｉ，( )Ｒ。因此，传输 ｃｔ

的条件错误概率为

Ｐε ｃ( )ｔ ＝Ｐｒ∪
Ｍ－１

ｉ＝０
ｉ≠ｔ

εｔｉ ｃ[ ]ｔ （５）

这里：εｔｉ＝ Ｒ ｄＨ Ｒ，ｃ( )ｉ ＜ｄＨ Ｒ，ｃ( ){ }ｔ ；ｄＨ( )·，· 表

示码字之间的汉明距离。

文献［１０］的Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１指出：在对称无记忆
信道中，线性分组码条件错误概率与传输的码字

无关，证明可参考文献［１０］的ＡｐｐｅｎｄｉｘＢ。因此

Ｐ( )ε ＝∑
Ｍ－１

ｔ＝０
Ｐε ｃ( )ｔ ×Ｐ ｃ( )ｔ ＝Ｐε ｃ( )０

＝Ｐｒ∪
Ｍ－１

ｉ＝１
ε０ｉ ｃ[ ]０ （６）
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ｃ０表示全０码字。

２１ 基于传统ＤａｗｓｏｎＳａｎｋｏｆｆ界的错误概率
下界的推导

令：Ａｉ＝ε０ｉ＝｛Ｒ｜ｄＨ Ｒ，ｃ( )ｉ ＜ｄＨ Ｒ，ｃ( )０ ｝，

Ａｉ∩Ａｊ＝ε０ｉ∩ε０ｊ＝｛Ｒ｜ｄＨ Ｒ，ｃ( )ｉ ＜ｄＨ Ｒ，ｃ( )０ ，

ｄＨ Ｒ，ｃ( )ｊ ＜ｄＨ Ｒ，ｃ( )０ ｝，则式（６）转化为

Ｐ( )ε ＝Ｐｒ∪
Ｍ－１

ｉ＝１
ε０ｉ ｃ[ ]０ ＝Ｐｒ∪

Ｍ－１

ｉ＝１
Ａ[ ]ｉ （７）

这里，为了利用定理 １的结论来计算式（７）的下
界，首先需计算 Ｐ Ａ( )ｉ 与Ｐ Ａｉ∩Ａ( )ｊ值。又因为

Ｐ Ａ( )ｉ ＝∑
ｘ∈Ａｉ

ｐｗ（ｘ）· １－( )ｐＮ－ｗ（ｘ）

＝∑
ｘ∈ε０ｉ

ｐｗ（ｘ）· １－( )ｐＮ－ｗ（ｘ）

Ｐ Ａｉ∩ Ａ( )ｊ ＝ ∑
ｘ∈Ａｉ∩Ａｊ

ｐｗ（ｘ）· １－( )ｐＮ－ｗ（ｘ）

＝ ∑
ｘ∈ε０ｉ∩ε０ｊ

ｐｗ（ｘ）· １－( )ｐＮ－ｗ（ｘ













 ）

（８）
其中，ｗ( )· 表示码字的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量，ｐ表示
ＢＳＣ信道的交叉概率，ｐ＜１?２。根据码字的支撑
概念可推导出 Ｐ Ａ( )ｉ 与Ｐ Ａｉ∩Ａ( )ｊ 最终表达式
为

Ｐ Ａ( )ｉ ＝ ∑
ｗ ｃ( )ｉ

ｌ＝?
ｗ ｃ( )ｉ
２ 」＋１

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ

ｍ＝０

ｗ ｃ( )ｉ( )ｌ
·
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ( )ｍ

·ｐｌ＋ｍ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ （９）

Ｐ Ａｉ∩ Ａ( )ｊ ＝ ∑
ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｌ＝０
∑

ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｍ＝?
ｗ ｃ( )ｉ
２ 」＋１－ｌ

∑
ｗ ｃ( )ｊ －ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｎ＝?
ｗ ｃ( )ｊ
２ 」＋１－ｌ

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｋ＝０

ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｌ
·

ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｍ
·
ｗ ｃ( )ｊ －ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｎ

·

Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｋ
·

ｐｌ＋ｍ＋ｎ＋ｋ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ－ｎ－ｋ （１０）
上式中 Ｐ Ａｉ∩Ａ( )ｊ 不仅依赖于码字的Ｈａｍｍｉｎｇ重
量分布，还与 ｗ ｃｉｃ( )ｊ 有关。而 ｗ ｃｉｃ( )ｊ 表示码字
ｃｉ与 ｃｊ同为１的元素个数，显然有：ｗ ｃｉｃ( )ｊ ≤ｍｉｎ
ｗ ｃ( )ｉ ，ｗ ｃ( )[ ]ｊ ； 又 因 为 ｗ ｃｉｃ( )ｊ ≤
ｗ ｃ( )ｉ ＋ｗ ｃ( )ｊ －Ｄ[ ]ｍｉｎ ?２，其中 Ｄｍｉｎ表示码的最
小Ｈａｍｍｉｎｇ距离。因此有
ｗ ｃｉｃ( )ｊ

≤ｍｉｎｗ ｃ( )ｉ ，ｗ ｃ( )ｊ，ｗ ｃ( )ｉ ＋ｗ ｃ( )ｊ －Ｄ[ ]ｍｉｎ{ }?２
（１１）

根据文献［３］的 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４１知：式（１０）右边
关于 ｗ ｃｉｃ( )ｊ 单调递增，因此用式（１１）右边的项代
替 ｗ ｃｉｃ( )ｊ将使 Ｐ Ａｉ∩Ａ( )ｊ变大，令 ｗ ｃｉｃ( )ｊ ｍｉｎ
ｗ ｃ( )ｉ ，ｗ ｃ( )ｊ，ｗ ｃ( )ｉ ＋ｗ ｃ( )ｊ －Ｄ[ ]ｍｉｎ{ }?２。 为
简化，后面的计算均采用 ｃｉｃ( )ｊ 代替 ｗ ｃｉｃ( )ｊ。定
理１的（１）式中 Ｐ Ａｉ∩Ａ( )ｊ 出现在分母部分，因此
替代操作使得性能下界变小，性能变差；不过，经过

替代之后性能下界的表达式将完全由码字的

Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布和ＢＳＣ信道的交叉概率 ｐ决定，
极大地简化了性能下界的计算。

根据定理１对 Ｓ１和 Ｓ２的定义可推导出

Ｓ１ ＝∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ·珘Ｐ１( )ｉ

２Ｓ２ ＝∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ－( )１·珘Ｐ２ ｉ，( )ｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝Ｄｍｉｎ
ｊ≠ｉ

Ｂｊ·珘Ｐ２ ｉ，( )[ ]ｊ

（１２）
其中，Ｂｉ表示 Ｈａｍｍｉｎｇ重量为 ｉ的码字个数，即

Ｂｉ＝ ｃ：ｃ∈Ｃ， ( )ｗ ｃ＝ｉ，Ｄｍｉｎ表示码字的最小

Ｈａｍｍｉｎｇ重量；同时，珘Ｐ１( )ｉ、珘Ｐ２ ｉ，( )ｉ与珘Ｐ２ ｉ，( )ｊ
分别定义如下：

珘Ｐ１( )ｉ ∑
ｉ

ｌ＝?ｉ２」＋１
∑
Ｎ－ｉ

ｍ＝０
( )ｉｌ· Ｎ－ｉ( )ｍ

·ｐｌ＋ｍ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ （１３）

珘Ｐ２ ｉ，( )ｉ ∑
「ｉ－
Ｄｍｉｎ
２ ?

ｌ＝０
∑
「
Ｄｍｉｎ
２ ?

ｍ＝?ｉ２」＋１－ｌ
∑
「
Ｄｍｉｎ
２ ?

ｎ＝?ｉ２」＋１－ｌ
∑

Ｎ－ｉ－「
Ｄｍｉｎ
２ ?

ｋ＝０

「ｉ－
Ｄｍｉｎ
２?









ｌ
·
「
Ｄｍｉｎ
２?









ｍ
·
「
Ｄｍｉｎ
２?









ｎ
·

Ｎ－ｉ－「
Ｄｍｉｎ
２?









ｋ
·ｐｌ＋ｍ＋ｎ＋ｋ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ－ｎ－ｋ （１４）

珘Ｐ２ ｉ，( )ｊ ∑
「
ｉ＋ｊ－Ｄｍｉｎ
２ ?

ｌ＝０
∑

「
ｉ－ｊ＋Ｄｍｉｎ
２ ?

ｍ＝?ｉ２」＋１－ｌ
∑

「
ｊ－ｉ＋Ｄｍｉｎ
２ ?

ｎ＝?ｊ２」＋１－ｌ
∑

Ｎ－「
ｉ＋ｊ＋Ｄｍｉｎ
２ ?

ｋ＝０

「
ｉ＋ｊ－Ｄｍｉｎ

２ ?







ｌ
·
「
ｉ－ｊ＋Ｄｍｉｎ

２ ?







ｍ
·
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「
ｊ－ｉ＋Ｄｍｉｎ

２ ?







ｎ
·
Ｎ－「

ｉ＋ｊ＋Ｄｍｉｎ
２ ?








ｋ
·ｐｌ＋ｍ＋ｎ＋ｋ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ－ｎ－ｋ （１５）

根据上述讨论，综合（１）、（７）与（１２）得到 ＢＳＣ
信道下基于传统 Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的错误概率

下界的表达式为

Ｐ( )ε ≥

１－( )θ· ∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ·珘Ｐ１( )( )ｉ ２

∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ－( )１·珘Ｐ２ ｉ，( )ｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝Ｄｍｉｎ
ｊ≠ｉ

Ｂｊ·珘Ｐ２ ｉ，( ){ }ｊ ＋ １－( )θ· ∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ·珘Ｐ１( )( )ｉ
＋

θ· ∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ·珘Ｐ１( )( )ｉ ２

∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ－( )１·珘Ｐ２ ｉ，( )ｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝Ｄｍｉｎ
ｊ≠ｉ

Ｂｊ·珘Ｐ２ ｉ，( ){ }ｊ ＋ ２－( )θ· ∑
Ｎ

ｉ＝Ｄｍｉｎ

Ｂｉ·珘Ｐ１( )( )ｉ
（１６）

上式中，θ
２Ｓ２
Ｓ１
－?
２Ｓ２
Ｓ１
」。从式（１６）可看出，基于

传统 Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的错误概率下界仅由码
字的Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布和ＢＳＣ信道的交叉概率 ｐ
共同决定，不需要码的其它具体构造信息。而从

上文的讨论可知，对 ｗ ｃｉｃ( )ｊ 的替代操作弱化了
错误概率下界性能，同时根据文献［４］可知 ＫＡＴ
界性能优于传统的Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的性能，因
此有必要对式（１６）得到的下界性能进行优化。

２２ 基于改进 Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的错误概率
下界的推导

为了改善传统的Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界的性能，

并进一步降低下界的计算复杂度，文献［８］提出了
利用最优子集求解联合概率下界的思想，同时给

出了判断冗余事件的优化准则，上文以定理２的
形式给出了相关结论，式（３）即为优化准则。利用
定理２的结论改善上文提出的错误概率下界的关
键在于如何将式（３）的优化准则转化为码字冗余
判断准则。根据前面的讨论，并结合式（３）、（９）与
（１０），推导出码字冗余的判断准则为

∑
ｗ ｃ( )ｊ

ｌ＝?
ｗ ｃ( )ｊ
２ 」＋１

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｊ

ｍ＝０

ｗ ｃ( )ｊ( )ｌ
·
Ｎ－ｗ ｃ( )ｊ( )ｍ

·ｐｌ＋ｍ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ

＜１Ｋ·∑
ｉ∈Ｉ
∑

珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｌ＝０
∑

ｗ ｃ( )ｉ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｍ＝?
ｗ ｃ( )ｉ
２ 」＋１－ｌ

∑
ｗ ｃ( )ｊ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｎ＝?
ｗ ｃ( )ｊ
２ 」＋１－ｌ

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｋ＝０

珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｌ
·
ｗ ｃ( )ｉ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｍ

·

ｗ ｃ( )ｊ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｎ
·
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｋ

·ｐｌ＋ｍ＋ｎ＋ｋ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ－ｎ－ｋ （１７）

即：当不等式（１７）满足时，ＡｊＡＩ，其中：ＡＩ 

Ａｉ ｉ∈Ｉ{ } ，Ｋ１＋?
２Ｓ２ ＡＩ∪Ａ( )ｊ
Ｓ１ ＡＩ∪Ａ( )ｊ

」。

上式中计算 Ｋ的关键是计算Ｓ１ ＡＩ∪Ａ( )ｊ与

Ｓ２ ＡＩ∪Ａ( )ｊ，由定理 ２中对两者的定义可以很
容易得到

Ｓ１ ＡＩ ∪ Ａ( )ｊ ＝ ∑
ｗ ｃ( )ｊ

ｌ＝?
ｗ ｃ( )ｊ
２ 」＋１

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｊ

ｍ＝０

ｗ ｃ( )ｊ( )ｌ
·
Ｎ－ｗ ｃ( )ｊ( )ｍ

·ｐｌ＋ｍ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ ＋Ｓ１ ＡＩ( )

Ｓ２ ＡＩ ∪ Ａ( )ｊ ＝Ｓ２ ＡＩ( ) ＋∑
ｉ∈Ｉ
∑

珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｌ＝０
∑

ｗ ｃ( )ｉ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｍ＝?
ｗ ｃ( )ｉ
２ 」＋１－ｌ

∑
ｗ ｃ( )ｊ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｎ＝?
ｗ ｃ( )ｊ
２ 」＋１－ｌ

∑
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ

ｋ＝０

珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｌ
·

ｗ ｃ( )ｉ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｍ
·
ｗ ｃ( )ｊ －珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｎ

·
Ｎ－ｗ ｃ( )ｉ －ｗ ｃ( )ｊ ＋珔ｗ ｃｉｃ( )ｊ( )ｋ

·ｐｌ＋ｍ＋ｎ＋ｋ· １－( )ｐＮ－ｌ－ｍ－ｎ－















 ｋ

（１８）
在已知 Ｓ１ ＡＩ( ) 与 Ｓ２ ＡＩ( ) 前提下，根据式 （１８）能很快求出 Ｓ１ ＡＩ∪Ａ( )ｊ 与 Ｓ２ ＡＩ∪Ａ( )ｊ，
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因此可很容易判断出式（１７）是否满足。
综上所述，得到基于改进 Ｄａｗｓｏｎ＆Ｓａｎｋｏｆｆ界

的错误概率下界算法，具体步骤如下所示。

Ｓｔｅｐ１ （初始化）Ｉ（０）＝｛ｉ｜ｗ（ｃｉ）＝Ｄｍｉｎ｝，
令迭代次数 ｌ＝０，珔Ｃ( )０ ＝Ｃ＼ＣＩ( )０ ，并计算

Ｓ１ ＡＩ( ) 与 Ｓ２ ＡＩ( ) ：

Ｓ１ ＡＩ( )( )０ ＝ＢＤｍｉｎ×珘Ｐ１ Ｄ( )ｍｉｎ

Ｓ２ ＡＩ( )( )０ ＝ＢＤｍｉｎ ＢＤｍｉｎ( )－１×珘Ｐ２ Ｄｍｉｎ，Ｄ( )ｍｉｎ
{ ?２

Ｓｔｅｐ２ 选取珔Ｃ( )ｌ 中Ｈａｍｍｉｎｇ重量最小的 ｃｊ
对 应 的 Ａｊ 进 行 考 虑，据 式 （１８）计 算

Ｓ１ ＡＩ( )ｌ ∪Ａ( )ｊ与Ｓ２ ＡＩ( )ｌ ∪Ａ( )ｊ，同 时 令：

珔Ｃ ｌ( )＋１ ＝珔Ｃ( )ｌ ＼ ｃ{ }ｊ，并判断是否满足式（１７）：

① 如果满足，则 ＡｊＡＩ，Ｉ ｌ( )＋１ ＝Ｉ ( )ｌ ，

Ｓ１ ＡＩ ｌ( )( )＋１ ＝Ｓ１ ＡＩ( )( )ｌ ，Ｓ２ ＡＩ ｌ( )( )＋１ ＝

Ｓ２ ＡＩ( )( )ｌ ，ｌ＝ｌ＋１，并转Ｓｔｅｐ３；

② 否则，Ａｊ∈ＡＩ，Ｉ ｌ( )＋１ ＝Ｉ( )ｌ ∪{ }ｊ，并

对 Ｓ１ ＡＩ ｌ( )( )＋１ 与 Ｓ２ ＡＩ ｌ( )( )＋１ 进行赋值：

Ｓ１ ＡＩ ｌ( )( )＋１ ＝ Ｓ１ ＡＩ( )ｌ ∪Ａ( )ｊ， Ｓ２
ＡＩ ｌ( )( )＋１ ＝Ｓ２ ＡＩ( )ｌ ∪Ａ( )ｊ，ｌ＝ｌ＋１，并转
Ｓｔｅｐ３；

Ｓｔｅｐ３ 如果珔Ｃ( )ｌ ≠，转Ｓｔｅｐ２；否则，转Ｓｔｅｐ４；

Ｓｔｅｐ４ 计算θ Ｉ( )( )ｌ ＝
２Ｓ２ ＡＩ( )( )ｌ

Ｓ１ ＡＩ( )( )ｌ
－

?
２Ｓ２ ＡＩ( )( )ｌ

Ｓ１ ＡＩ( )( )ｌ
」，并通过式（１９）得到误码率下界：

Ｐ( )ε ＝Ｐｒ∪
Ｍ－１

ｉ＝１
ε０ｉ ｓ[ ]０ ＝Ｐ∪

Ｎ

ｉ＝１
Ａ( )ｉ ≥

１－θ Ｉ( )( )[ ]ｌ ·Ｓ２１ ＡＩ( )( )ｌ

２Ｓ２ ＡＩ( )( )ｌ ＋ １－θ Ｉ( )( )[ ]ｌ ·Ｓ１ ＡＩ( )( )ｌ

＋ θ Ｉ( )( )ｌ ·Ｓ２１ ＡＩ( )( )ｌ

２Ｓ２ ＡＩ( )( )ｌ ＋ ２－θ Ｉ( )( )[ ]ｌ ·Ｓ１ ＡＩ( )( )ｌ
（１９）

３ 仿真结果与分析

本节主要针对 ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ码进行仿真。
ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ码主要由参数对 ｎ，ｊ，( )ｋ决定，其
中：ｎ表示码字长度，也为校验矩阵的列数；ｊ，ｋ
分别表示校验矩阵中每列与每行所含１的个数。
根据ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ码的定义知，码率 Ｒ＝１－ｊ?ｋ。
仿真中用到的 ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ均采用 ＤａｖｉｄＪ．Ｃ．
Ｍａｃｋａｙ的随机构造思想，其校验矩阵来自 Ｄａｖｉｄ
Ｊ．Ｃ．Ｍａｃｋａｙ的主页［１２］。

图１ 针对ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ（６４，２，４）的性能对比
Ｆｉｇ．１ ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｏＬＤＰＣ（６４，２，４）

实验１ 针对ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ（６４，２，４）码，比较
了信道交叉概率 ｐ∈ １０－２２，１０[ ]－０９ 范围内本文

提出的下界与文献［３］提出的下界的性能优劣。
为了进一步比较，同时给出了 Ｐｏｌｔｙｒｅｖｕｐｐｅｒ

ｂｏｕｎｄ、Ｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇｂｏｕｎｄ以及采用 ＳｕｍＰｒｏｄｕｃｔ
译码算法迭代 ５０次的结果，比较结果如图 １所
示。从图中可以看出，交叉概率在图中所示的范

围内，本文提出的下界一直在文献［３］提出的下界
的上方，更接近 Ｐｏｌｔｙｒｅｖｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ与采用 Ｓｕｍ
Ｐｒｏｄｕｃｔ算法实际仿真的结果，并且随着交叉概率
ｐ的增大，两者之间的相对差距更大，性能的相对
优势更明显。另外，只有当交叉概率 ｐ高于
１０－０９９５时，本文提出的下界才处于 Ｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇ
ｂｏｕｎｄ的下方，而文献［３］提出的下界从 ｐ＝１０－１５

处开始就小于Ｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇｂｏｕｎｄ，进一步说明了
本文下界的优越性能。实际上 ＢＳＣ信道的交叉
概率不会太大，因此应该首先保证下界在较小的

交叉概率处的性能。

图２ 针对不同 ｎ的ＬＤＰＣ（ｎ，３，４）的性能对比
Ｆｉｇ．２ ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｏＬＤＰＣ（ｎ，３，４）

实验２ 固定 ｊ＝３，ｋ＝４，仿真了码长分别为
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６４、９６、１２８、１６０与 １９２时的下界性能，对 ｐ＝０１
与００１情况下下界的性能进行了对比，如图２所
示。上方的两条曲线为 ｐ＝０１时的下界，下方为
ｐ＝００１时的曲线，这与“信道条件越差，通信的
差错概率越高”的结论相符。从图上还可以看出：

① 无论 ｐ取何值、码字长度为何值，新下界的性
能均优于文献［３］的下界。如果固定 ｐ值，两者
的性能差距随着码字长度的增长而增大；如果固

定码字长度 ｎ，ｐ值越大，两者的性能差距越大。

② 在 ｐ值一定时，两种下界的值均随码字长度的
增大而减小，码的纠错性能增强。

实验３ 针对ＬＤＰＣ（９６，ｋ－１，ｋ），仿真了行
重 ｋ分别为３、４、６与８时的下界性能，结果如图３
（ａ）所示；针对ＬＤＰＣ（ｎ，３，４），在相同的操作系统
与仿真环境下，比较了 ｎ取不同值时新的下界与

文献［３］下界仿真时间，如图３（ｂ）所示。从图（ａ）
可以看出：固定码长 ｎ，交叉概率 ｐ与行重ｋ（列
重 ｊ也确定）的情况下，本文提出下界优于文献
［３］的下界；不过，两者之间的差距并不随行重 ｋ
的增加（意味着码率减小）而变大，结合实验 ２的
结论可知，两种下界对码率的灵敏度相当，而本文

提出的下界在长码上优势更明显。从图（ａ）还可
以知道，无论 ｐ取何值，两种下界并不是一直随 ｋ
的增大而降低，这主要是因为：随着 ｋ增加，码率
降低的同时，校验矩阵中行重与列重都会增加，对

码的性能有一定的负面影响。从图（ｂ）可以看出：
本文提出的下界的仿真时间更短，随着码长增长，

时间上的优势更明显，说明新下界的计算复杂度

比文献［３］的低。

图３ 针对不同行重 ｋ与码长ｎ的ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ码的性能与时间对比
Ｆｉｇ．３ ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎｄｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｏＬＤＰＣｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｋ

４ 结束语

本文在文献［８］的基础上提出了 ＢＳＣ信道下
线性分组码差错概率事件冗余的判断准则，推导

了差错概率下界的表达式，该下界只依赖于码字

的Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布函数与 ＢＳＣ信道的交叉概
率 ｐ。对比文献［３］提出的下界，该下界性能更
优，仿真时间更短。针对不同的 ＲｅｇｕｌａｒＬＤＰＣ的
仿真结果证明了该下界的优异性能。
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