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粗糙模糊 Ｃ均值融合聚类

王 丹，吴孟达
（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 ４１００７３）

摘 要：提出一种新的粗糙模糊Ｃ均值融合聚类算法，该算法通过粗糙集上、下近似的引入改变了模糊 Ｃ
均值算法中隶属度函数的分布情况，修正了类心的更新公式和模糊隶属度计算公式，降低了计算复杂度，在改

变模糊隶属度分布的同时，通过使得每一类总的隶属度变化保持最小，进一步提出了边界调节参数的自适应

选择算法，实验结果表明，粗糙模糊Ｃ均值融合算法具有较好的效果。
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众所周知，Ｃ均值聚类是聚类算法中最经典
的算法。１９８１年，Ｂｅｚｄｅｋ改进了经典 Ｃ均值算
法，提出模糊 Ｃ－均值（ＦｕｚｚｙＣＭｅａｎｓ）聚类算法
（ＦＣＭ）［２］，此算法以最小类内平方误差和为聚类
准则，与Ｃ均值聚类算法不同之处在于不将样本
分成分明子集，而是计算每个样本属于各模糊子

集（聚类）的隶属度，通过目标函数极小化来获得

最优的聚类。该算法提出后在图像的分割、压缩、

识别等领域得到了广泛应用。２００２年，Ｌｉｎｇｒａｓ等
人提出了粗糙 Ｃ均值算法［３］，其基本思想是把粗

糙集理论中上、下近似引进到了 Ｃ均值算法中，
在一个类的下近似中的对象肯定是属于这个类

的，而位于边界（上近似与下近似的差集）的对象，

在粗糙 Ｃ均值算法中认为由于信息的缺乏而不
能明确判断，即在粗糙 Ｃ均值算法中承认了类之
间存在重叠。在模糊 Ｃ均值算法中，模糊隶属度
函数的引入实际上也承认了一定程度的重叠，但

在处理这部分重叠时，模糊 Ｃ均值是用精确的方
式来刻画模糊性。２００６年，Ｍｉｔｒａ进一步将模糊 Ｃ
均值算法与粗糙 Ｃ均值聚类算法结合起来，提出

了粗糙模糊Ｃ均值算法［４］，该算法通过在类心更

新公式中对属于上、下近似中对象分别赋予不同

权重来获得新的类心，２００７年，王丹也将模糊 Ｃ
均值算法结合粗糙集进行了改进［５］，将类心更新

公式中对所有对象的计算改进为只对上近似中对

象的计算，从而获得更加准确的类心，但两种算法

都分别从不同角度引入了边界调节参数，而此参

数的设置成为算法应用的瓶颈。从本质上来说，

两种算法都是希望将模糊 Ｃ均值中精确的模糊
性刻画方式和粗糙 Ｃ均值中边界刻画模糊性的
方式结合起来进行聚类，进而提高算法的性能，

Ｍｉｔｒａ在这方面做了不少工作［６－７］。本文结合两种

粗糙模糊Ｃ均值算法的设计不足，提出新的粗糙
模糊Ｃ均值聚类算法，新的方法构造了边界调节
参数ε的自适应选择算法。

本文组织如下：第 １节介绍与本文相关聚类
算法，包括模糊 Ｃ均值算法、粗糙 Ｃ均值算法和
粗糙模糊Ｃ均值算法，第 ２节针对现有粗糙模糊
Ｃ均值算法设计的不足，提出新的粗糙模糊 Ｃ均
值算法，并构造参数自适应的优化算法，在第４节
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对算法性能进行实验，并对比了各种算法。

１ 预备知识

１１ 模糊Ｃ均值算法（ＦＣＭ）

令 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…ｘＮ｝Ｒｐ为待分类对象，Ｖ
＝｛ｖ１，ｖ２，…ｖｃ｝，ｖｉ为第ｉ类的聚类中心，ｕｉｊ为第ｊ
个对象属于第 ｉ个类的隶属度，权重 ｍ∈（１，∞）

为模糊因子，ｄ２ｉｊ＝ ｘｊ－ｖ

 

ｉ
２＝∑

ｐ

ｋ＝１
（ｘｊｋ－ｖｉｋ）２为

对象与类心的距离。模糊 Ｃ均值算法通过不断
调整类心和隶属度函数来进行聚类，其 ｖｉ、ｕｉｊ的
迭代计算公式：
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１２ 粗糙Ｃ均值算法（ＲＣＭ）

在粗糙 Ｃ均值算法中，上、下近似集被引入
聚类中，聚类中的每个对象遵循以下原则：

（１）每个对象最多属于一个类的下近似；
（２）如果一个对象属于某一个类的下近似，一

定属于这个类的上近似；

（３）如果一个对象不属于任一个类的下近似，
那么一定属于至少两个类的上近似；

从上面原则可以看出粗糙 Ｃ均值算法允许
存在一定的聚类重叠。当然上面的３个条件并不
是独立的。若再从类的角度来看这个问题，对于

聚类后的每一个类，同样存在三种情况（１）只有下
近似元素，（２）只有上近似元素，（３）既有下近似元
素，也有上近似元素。根据这些原则，记 Ｕｉ表示
第ｉ个聚类，ＢＵｉ，ＢＵｉ分别表示类Ｕｉ的下近似和

上近似，边界则为 ＢＵｉ－ＢＵｉ，粗糙 Ｃ均值算法的
类心计算可调整为
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（３）
上式中｜·｜表示集合的基数（即集合中元素的个

数），ｗｌ，ｗｕ分别为下近似、上近似所占的权重，且

ｗｌ＋ｗｕ＝１，一般情况下０５≤ｗｌ＜１，即在决定类
的类心时下近似起的作用应该更大一些。粗糙 Ｃ
均值算法的步骤如下：

（１）选定 ｃ个初始聚类中心ｖｉ，ｉ＝１，２，…，ｃ；
（２）决策每一个对象 ｘｊ所属的分类，决策规

则如下：

（ａ）计算 ｄｋｊ，ｋ＝１，２，…，ｃ，若 ｄｉｊ＝ｍｉｎ
１≤ｋ≤ｃ

ｄｋｊ；

（ｂ）若存在类 Ｕｌ，使得 ｄｌｊ满足：ｄｌｊ－ｄｉｊ ＜

ε，则 ｘｊ∈ＢＵｉ且ｘｊ∈ＢＵｌ否则ｘｊ∈ＢＵｉ；
（３）按照公式（３）更新类心；
（４）重复（２）～（３）步骤，直到收敛，这里收敛

的条件可以取类心不再发生变化或取某个目标达

到最优，比如构造类内距离与类间距离的某个函

数。

从式（３）可以看出，若 ＢＵｉ＝ＢＵｉ，粗糙 Ｃ均
值算法则转化为经典 Ｃ均值算法。注意到，在粗
糙Ｃ均值算法聚类过程中，有 ３个参数 ｗｌ，ｗｕ，ε
要先给出来。Ｍｉｔｒａ指出参数的选择是粗糙 Ｃ均
值算法最大的挑战。

１３ 粗糙模糊Ｃ均值算法（ＲＦＣＭ）

粗糙模糊Ｃ均值算法将上、下近似的概念引
入模糊Ｃ均值算法中，在模糊 Ｃ均值的类心更新
公式中，通过加权的方式对下近似和上近似中的

对象分别进行模糊化计算。粗糙模糊 Ｃ均值算
法的迭代公式如下：
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（４）
隶属程度 ｕｉｊ更新同式（２）。
粗糙模糊Ｃ均值算法的步骤如下：
（１）选定初始隶属度 ｕｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｃ，ｊ＝１，

２，…，Ｎ；
（２）决策每一个对象 ｘｊ所属的分类，决策规

则如下：
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（ａ）对于 ｕｋｊ（ｋ＝１，２，…，ｃ），若 ｕｉｊ＝ｍｉｎ
１≤ｋ≤ｃ

ｕｋｊ；

（ｂ）若存在类 Ｕｌ，使得 ｄｌｊ满足：ｕｌｊ－ｕｉｊ ＜

ε，则 ｘｊ∈ＢＵｉ且ｘｊ∈ＢＵｌ否则ｘｊ∈ＢＵｉ；
（３）按照式（３）更新类心；
（４）按照式（２）更新 ｕｉｊ；
（５）重复（２）～（４）步骤直到收敛，这里收敛的

条件可以取隶属度函数不再发生变化或变化很

小。

２ 粗糙模糊Ｃ均值融合算法（ＲＦＣＭＣ）

Ｍｉｔｒａ提出的粗糙模糊 Ｃ均值算法中通过引
入参数 ｗｌ，ｗｕ来刻画聚类过程中下近似和上近
似的重要程度，这实际上是粗糙 Ｃ均值算法的简
单套用。粗糙模糊 Ｃ均值算法没有从本质上把
粗糙集的精髓用进来。从粗糙集的本质来说，下

近似中的对象的意义是肯定属于某个类的对象，

在粗糙模糊Ｃ均值算法更新类心公式中，下近似
对象的计算依然乘以隶属度因子 ｕｍｉｊ也不符合粗
糙集的思想，所以Ｍｉｔｒａ的粗糙模糊Ｃ均值算法并
没有从本质上融合模糊 Ｃ均值算法和粗糙 Ｃ均
值算法。

沿用上面的记号，本文中，将粗糙模糊 Ｃ均
值算法的类心和隶属函数更新公式分别修改为式

（５）和（６）：
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上面的改进公式实际上是相当于在模糊 Ｃ均值
的基础上对隶属度函数进行了调整。在类的边界

部分的对象依然采用模糊 Ｃ均值算法中精确的
隶属程度来刻画，而对于完全属于类的对象，采用

粗糙集的下近似刻画方法，对于完全不属于类的

对象，采用粗糙集的负域（上近似的补集）的刻画

方法。这实际上是通过粗糙集的融合改变了模糊

隶属度的分布情况。即将下近似中的对象的隶属

度提高到１，而将负域中的对象的隶属度降低到
０。对于这两个动作，若希望对于每个类的总的隶
属程度能够保持不变，即对于某个类 Ｕｉ，通过提
高 ＢＵｉ中对象的隶属度到 １，降低 Ｕ－ＢＵｉ中对

象隶属度到０后，使得∑
Ｎ

ｊ＝１
ｕｉｊ保持变化最小，即保

持了模糊 Ｃ均值算法中每个类总的隶属程度变
化不大，但通过这种方式的处理，已经使得模糊隶

属度函数具有更清晰的边界了。这里通过ε的优

化来完成这个思想。对于类 Ｕｉ：

 总的提升的隶属度为∑
ｘｊ∈ＢＵｉ

（１－ｕｉｊ）；

 总的降低的隶属度为∑
ｘｊＢＵｉ

ｕｉｊ；

所以应该选择ε使得

δ（ε）＝ｍｉｎ∑
ｘｊ∈ＢＵｉ

（１－ｕｉｊ）－∑
ｘｊＢＵｉ

ｕｉｊ （７）

粗糙模糊Ｃ均值融合聚类算法流程如下：
（１）选定初始隶属度 ｕｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｃ，ｊ＝１，

２，…，Ｎ；
（２）对于ε∈［εｍｉｎ，εｍａｘ］；
决策每一个对象 ｘｊ所属的分类，决策规则如

下：

（ａ）对于 ｕｋｊ（ｋ＝１，２，…，ｃ），若 ｕｉｊ＝ｍｉｎ
１≤ｋ≤ｃ

ｕｋｊ；

（ｂ）若存在类 Ｕｌ，使得 ｕｌｊ满足：ｕｌｊ－ｕｉｊ ＜

ε，则 ｘｊ∈ＢＵｉ且ｘｊ∈ＢＵｌ否则ｘｊ∈ＢＵｉ；
（３）根据式（７）计算δ（ε），若εｏｐ＝ａｒｇ

ε
ｍｉｎδ（ε）

（这里ａｒｇ
ε
ｍｉｎδ（ε）表示的不是δ（ε）的最小值，而

是使得δ（ε）达到最小的参数ε的值），则转步骤

（４），否则转步骤（２）；
（４）按照式（５）更新类心，按照式（６）更新 ｕｉｊ；
（５）重复（２）～（４）步骤直到收敛，这里收敛的

条件可以取隶属度函数不再发生变化或变化很

小。

本文提出的粗糙模糊 Ｃ均值融合聚类算法，
从本质上改变了类心的计算方式，通过隶属度函

数分布的调整，降低了算法运行的计算量，即使得

原计算下近似类心时不再与隶属度函数作乘法运

算，同时在隶属度函数的更新中对于非上近似的

对象的隶属程度直接赋予 ０，而不再进行计算。
当然这个计算量的降低主要针对的是类心和隶属

度函数的计算，实际上在寻找最优参数ε时，由于
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要进行多次对象归属的判断，以此计算δ（ε），这

部分是增大了运算量的，但这对于自适应参数选

择也是必然的，这部分的计算量主要跟最大、最小

ε值有关，这部分增大的运算量约为 Ｏ（ＫｃＮ），这
里 Ｋ为由最大、最小ε值的宽度带来的一个总搜
索次数（注意到ε∈［０，１］，此宽度引起的步长不
会带来计算量的剧增）。另一方面下近似中的对

象不再包含隶属度的乘积运算，加快了算法的收

敛速度，新的类心更新公式有利于算法更快地收

敛，在融合粗糙集核心思想进入算法中的同时对

ε构造了自适应调整算法，降低了算法运行时ε

选择的困难。在Ｍｉｔｒａ的粗糙模糊 Ｃ均值算法中

ε的选择在实际操作时是很难把握的，本文算法

改进了这方面的问题。

３ 聚类效果指标

我们采用ＤａｖｉｅｓＢｏｕｌｄｉｎ［４］指标和β指标刻画
聚类的效果。好的聚类一般具有较小的类内距

离，较大的类间距离，即要求同一类的对象具有最

大的相似性，不同类的对象具有最大的相异性。

ＤａｖｉｅｓＢｏｕｌｄｉｎ指数以此刻画聚类效果，β指数通
过各类对象关于数据中心的分布与类内距离比值

来衡量聚类的效果，仍沿用上面的符号，ＤＢ指数
和β指数的计算如下：

ＤＢ＝ １ｃ∑
ｃ

ｋ＝１
ｍａｘ
ｋ≠ｊ

Ｓ（Ｕｋ）＋Ｓ（Ｕｊ）
ｄ（Ｕｋ，Ｕｊ{ }）

（８）

β ＝
∑
ｃ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
（ｘｉｊ－珋ｘ）２

∑
ｃ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
（ｘｉｊ－珋ｘｉ）２

（９）

（８）式中，Ｓ（Ｕｉ）＝
∑
ｘｊ∈Ｕｉ

ｘｊ－ｖ
 

ｉ

Ｕｉ
表示类内平均

距离，此值越小越好，ｄ（Ｕｋ，Ｕｊ）表示类间距离，即

ｄ（ｖｋ，ｖｊ），此值越大越好。ＤＢ指数越小，聚类效果
越好。（９）式中 ｃ为类的个数，ｘｉｊ表示第ｊ个对象

属于第ｉ类。珋ｘ＝
∑
ｃ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ

Ｎ 为所有对象的中心，Ｎ

为对象的总个数，ｎｉ为第ｉ类的对象个数，珋ｘｉ＝

∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ

ｎｉ
为第ｉ类的类心。β指数越大，聚类效果越

好。

４ 实验结果

本文中用两个实验来对算法性能进行比较。

实验１采用人工生成的数据，实验２将算法应用
在实际图像聚类中进行结果比较。

图１ 人工数据聚类结果

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ
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图１显示人工数据聚类结果，从聚类结果来
看，本文算法较好地分辨出了边界信息。聚类效

果指标情况和算法运行情况如表１所示。

表１ 算法聚类效果

Ｔａｂ．１ Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｅｆｆｅｃｔｓｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 ＤＢ指数 β指数 迭代次数

ＦＣＭ ０２３５ ２８６８９ ７１

ＲＦＣＭ ０２９５ ３１２０２ 达到最大迭代次数

ＲＦＣＭＣ ０１５７ ８１１６２ ６

对于Ｍｉｔｒａ提出的粗糙模糊 Ｃ均值算法，ε的
选择是不容易的事，图 ２中显示了 ＤＢ指数和β
指数随ε变化的情况，显然ε的选择对结果影响

较大。在本文算法中，ε的选择是自适应的，图 ３
显示本文算法中ＤＢ指数和β指数随权重系数ｗｌ
的变化情况。

图２ ＤＢ指数和β指数关于ε变化曲线
Ｆｉｇ．２ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆＤＢｉｎｄｅｘａｎｄβｉｎｄｅｘｂｙε

图３ ＤＢ指数和β指数关于ｗｌ变化曲线
Ｆｉｇ．３ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆＤＢｉｎｄｅｘａｎｄβｉｎｄｅｘｂｙｗｌ

从结果来看，选择较大的 ｗｌ将取得较好的效
果。这主要是由于本文算法在改变模糊隶属度分

布时实际上潜在地对下近似进行了强调，从这个

层面上来说，本文算法也算是给出了参数 ｗｌ选择
的一个指导方向。

将模糊 Ｃ均值算法、粗糙模糊 Ｃ均值算法和
本文方法用在图像聚类上结果见图４。

从结果来看，对于有噪声污染的图像，模糊 Ｃ
均值算法出现了误判，但其在抑制噪点上具有一

定的优势，粗糙模糊 Ｃ均值降低了误判的比例，
本文方法能较准确判断分类，但也正由于其对边

界的强调，噪点抑制不是很好，若再加上一些其它

的信息能进行较好的判断，如对图像再平滑一次，

即可消除这些脉冲噪点。
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图４ 图像聚类结果比较

Ｆｉｇ．４ Ｅｆｆｅｃｔｏｆｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ

５ 结 论

本文针对粗糙 Ｃ均值算法和模糊 Ｃ均值算
法更深层次的融合，提出了新的粗糙模糊 Ｃ均值
融合算法，通过粗糙集核心思想的引入，该算法修

正了类心的更新公式和模糊隶属度的计算公式，

利用粗糙集上、下近似的引入改变了模糊隶属度

函数的分布情况，降低了计算复杂度，在改变模糊

隶属度分布的同时，通过使得每一类总的隶属度

保持变化最小，进一步优化了参数ε的选择，由于

算法对下近似的强调使得参数 ｗｌ应该选择较大
的数值。
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