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Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制研究
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摘 要：变长度的测量基线与空间构型的多样性是航天器以编队方式执行深空探测任务的优势之一，该

优势的发挥与航天器编队构型重构能力密切相关。针对 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构问题开展研究，分析了 Ｈａｌｏ
轨道编队的构型特性，推导了Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程，基于第一类生成函数构造了
最优控制Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的迭代求解方法；分别在圆型限制性三体模型和双圆型限制性四体模型中，对地月
Ｈａｌｏ轨道编队构型重构的最优控制问题进行了仿真计算，验证了迭代求解方法的有效性；仿真结果表明，太阳
引力摄动对地月Ｈａｌｏ轨道编队构型重构的控制能耗具有较大的影响，选取恰当的重构时机可降低控制能耗。
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平动点轨道编队技术已经成为航天动力学领

域的研究热点之一，ＮＡＳＡ、ＥＳＡ已有多项涉及平
动点编队飞行的任务，如ＴＰＦ计划、Ｄａｒｗｉｎ计划和
ＭＡＸＩＭ计划［１］。国内外学者就平动点轨道编队

控制技术进行了大量的研究，Ｈｏｗｅｌｌ和 Ｍａｒｃｈａｎｄ
基于反馈线性化（ＩｎｐｕｔｓｔａｔｅＦｅｅｄｂａｃｋＬｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ，
ＩＦＬ）和线性二次调节器（ＬｉｎｅａｒＱｕａｄｒａｔｉｃＲｅｇｕｌａｔｏｒ，
ＬＱＲ）理论设计了连续及离散的编队控制器，针对
全星历动力学模型下日地平动点编队构型控制问

题进行了研究［２］；Ｏｌｉｖｅｒ基于离散变分原理和最优
化理论构建了平动点编队的离散分层控制方法，

该方法可用于多智能体航天器编队的构型重构问

题［３］；Ｌｕｉｓ在能耗最优与能耗均衡的双重约束下，
提出深空干涉测量编队构型重构的离线规划与在

线调节算法，以 Ｄａｒｗｉｎ计划为任务背景对该算法
进行了地面仿真测试［４］；龚胜平利用双脉冲变轨

方法实现了Ｈａｌｏ轨道附近编队构型重构［５］。

本文针对 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构问题展开
研究，首先介绍了三类自然 Ｈａｌｏ轨道编队并就其
构型特性进行了分析；推导了连续小推力作用下

Ｈａｌｏ轨道编队相对运动最优控制的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方
程，并基于第一类生成函数构造了最优控制

Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的迭代求解方法；分别在圆型限制性
三体模型和双圆型限制性四体模型中，对地月Ｈａｌｏ
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轨道编队构型重构的最优控制问题进行了仿真计

算，分析了太阳引力摄动对 Ｈａｌｏ轨道编队构型重
构控制能耗的影响，得到了一些有价值的结果。

１ 动力学方程

设主天体 Ｍ１和 Ｍ２ Ｍ１＞Ｍ( )２ 围绕公共质心
ｏ圆周运动，ｍ３为航天器，ｍ３质量远远小于主天
体质量，不影响主天体的运动；Ｍ４为第四体（日
地系里的月球，地月系里的太阳）。建立会合坐标

系 ｏ－ｘｙｚ如图１所示，ｏ为原点，ｘ轴由Ｍ１指向

Ｍ２，ｚ轴指向天体运动的角动量方向，ｏ－ｘｙｚ构
成右手坐标系；ｒ、ｒ１、ｒ２、ｒ４分别为 ｏ、Ｍ１、Ｍ２、Ｍ４
指向 ｍ３的矢量，ｄ为坐标系原点指向 Ｍ４的矢
量。

图１ 限制性四体问题动力学模型

Ｆｉｇ．１ ＤｙｎａｍｉｃＭｏｄｅｌｏｆＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＦｏｕｒＢｏｄｙＰｒｏｂｌｅｍ

归一化单位取为：[ ]Ｍ ＝Ｍ１＋Ｍ２，[ ]Ｌ ＝

Ｌ１２，[ ]Ｔ ＝ Ｌ３１２?Ｇ Ｍ１＋Ｍ( )[ ]２
１
２；Ｍ１、Ｍ２为主天

体质量、Ｌ１２为主天体之间的平均距离，Ｇ为万有
引力常数。圆型限制性三体模型中，ｍ３的动力学
方程为［６］：
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采用双圆型限制性四体模型［７］近似第四体引

力摄动对航天器的影响，此时：

Ω＝
１
２（ｘ

２＋ｙ２）＋１－μｒ１
＋μｒ２

＋μ １－( )μ
２ ＋

μ４
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( )θ （２）

式中，μ４为太阳质量，θ为ｄ与坐标系Ｘ轴的夹
角。

２ Ｈａｌｏ轨道编队构型特性

Ｈａｌｏ轨道是圆型限制性三体模型中的平动点
周期性轨道，运行于Ｈａｌｏ轨道上的多颗相邻的航
天器可形成自然 Ｈａｌｏ轨道编队。按编队相位差
和振幅差的不同，可将 Ｈａｌｏ轨道编队分为三类：
同振幅Ｈａｌｏ轨道编队、同相位Ｈａｌｏ轨道编队和不
同振幅、不同相位条件下的Ｈａｌｏ轨道编队。

取参考星为地月 Ｌ１点Ｈａｌｏ轨道，ｚ向振幅为

５０００ｋｍ，初始相位角为 ０°。图 ２给出了同振幅
Ｈａｌｏ轨道编队构型图，图中数字表示对应构型的
初始相位差，单位为度；图 ３给出了同相位 Ｈａｌｏ
轨道编队构型图，图中数字表示 ｚ向振幅差，单位
为ｋｍ；图４给出了不同振幅、不同相位条件下的
Ｈａｌｏ轨道编队构型图，ｚ向振幅差取１０００ｋｍ，图中
数字表示对应构型的初始相位差，单位为角度；

由图２～４可以看出，同振幅 Ｈａｌｏ编队初始
相位差的变化使得编队构型成倍的放大或缩小，

但并不影响编队构型的形状；同相位 Ｈａｌｏ编队构
型近似为空间椭圆，ｚ向振幅差的变化使得编队
构型成倍的放大或缩小。

图２ 同振幅Ｈａｌｏ轨道编队构型
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图３ 同相位Ｈａｌｏ轨道编队构型
Ｆｉｇ．３ ＣｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆＨａｌｏｏｒｂｉｔｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｐｈａｓｅｓ

图４ 不同振幅、不同相位条件下的Ｈａｌｏ轨道编队构型
Ｆｉｇ．４ ＣｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆＨａｌｏｏｒｂｉｔｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｓａｎｄｐｈａｓｅｓ

３ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制方法

航天器编队根据探测任务的要求，需要对编

队构型或是编队基线进行调整，以 ＮＡＳＡ的 ＴＰＦ
任务为例，其编队测量基线可在米级到千米级变

化，以适应探寻类地行星或是天体物理干涉测量

的要求。下文就 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控
制方法开展研究，推导了 Ｈａｌｏ轨道编队最优控制
的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程，将 Ｈａｌｏ编队构型重构最优
控制问题归结为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统中的两点边值问
题，并基于生成函数法构建了求解最优控制

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的迭代求解方法。

３１ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制的Ｈａｍｉｌｔｏｎ
方程

将环绕星作为被控星，对环绕星施加连续推

力控制以实现Ｈａｌｏ轨道编队构型重构，则其最优
控制问题可表述为：给定参考星（或环绕星）的初

始状态以及初终时刻编队的状态偏差ΔＸ０和

ΔＸｆ，求环绕星的控制矢量 Ｕ( )ｔ，并使得构形重
构过程中的二次性能指标最优（燃料最省）：

ｍｉｎＪ＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｕ( )ｔＴＢＵ( )ｔｄｔ （３）

式中，Ｂ＝
０ ０
０[ ]
β
为 ６×６的对角阵，分块矩阵 ０

为３×３的零矩阵，分块矩阵β为控制矢量在代价
函数中的权。

连续推力控制作用下被控星的运动方程为：

Ｘ＝ｆ（Ｘ）＋Ｕ （４）
其中，Ｘ＝[ ]ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚＴ为被控星的状态

矢量，Ｕ＝ ０ ０ ０ ｕｘ ｕｙ ｕ[ ]ｚ Ｔ为控制矢量。

由（３）式、（４）式，得到被控星最优控制的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数：

Ｈ＝ＵＴＢＵ＋λＴＸ （５）
其中，λ为协状态矢量，λ＝［λ１ λ２ λ３ λ４
λ５ λ６］

Ｔ。

由最优性条件Ｈ
Ｕ
＝０可得：

Ｕ ＝－１２
０ ０
０β

[ ]－１λ （６）

令 Ｇ＝－１２
０ ０
０β

[ ]－１
，则

Ｕ ＝Ｇλ （７）
（７）式中，Ｕ为被控星的最优控制律，通过求解被
控星的协状态变量λ可求得Ｕ。

将（７）式代入（５）式，得到以状态变量 Ｘ和协
态变量λ表达的最优控制Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ：

Ｈ Ｘ，λ，( )ｔ＝１２λ
ＴＧλ＋λＴｆ（Ｘ） （８）

则被控星最优控制的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程为：

Ｘ＝Ｈ


λ
＝ｆ( )Ｘ ＋Ｇλ

λ＝－
Ｈ
Ｘ

＝－λＴ
ｆ（Ｘ）


{
Ｘ

（９）

将被控星最优控制轨线在参考星轨道附近做

泰勒展开，可得编队相对运动最优控制的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程：

ΔＸ＝∑
∞

ｋ＝１

１
ｋ！∑

６

ｉ＝１


ＸｉΔ

Ｘ( )ｉ ｋ

ｆＸ( )ｒ ＋ＧΔλ

Δλ ＝λＴ∑
∞

ｋ＝１

１
ｋ！∑

６

ｉ＝１


ＸｉΔ

Ｘ( )ｉ ｋｆ（Ｘ）
Ｘ －ΔλＴ

ｆＸ( )ｒ












Ｘ

（１０）
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（１０）式中，ΔＸ、Δλ分别为编队的相对运动状
态和相对协态变量，Ｘｒ为参考星的状态矢量，

ΔＸｉ为ΔＸ分量形式。由（１０）式可得到编队相对
运动最优控制的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数ΔＨ：

ΔＨ（ΔＸ，Δλ，ｔ）＝∑
∞

ｋ＝２
∑
ｋ

ｍ１，ｍ２…，ｍ１２＝０
ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍ１２＝ｋ

１
ｍ１！…ｍ１２！

ｋＨ Ｘ，λ，( )ｔ
Ｘｍ１１…Ｘｍ６６λｍ７１…λｍ１２６ Ｘｒ

ΔＸｍ１１…ΔＸｍ６６Δλｍ７１…Δλｍ１２( )６ （１１）
由（１１）式可知，Ｈａｌｏ编队相对运动的最优控

制具有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统性质，Ｈａｌｏ编队构型重构最
优控制问题可归纳为Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统中的两点边值
问题。

３２ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制律的迭代
求解方法

Ｇｕｉｂｏｕｔ、Ｐａｒｋ和 Ｓｃｈｅｅｒｅｓ等人在研究地球扁
率摄动下近地航天器编队最优控制问题时提出了

生成函数求解方法，该方法基于正则变换理论和

ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程求解相流逆变换中的生成函
数，将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统中的两点边值问题转化为初
值问题求解［８］。鉴于该方法的计算复杂性和奇异

点问题［９］，本文提出了基于近似生成函数的迭代

求解方法，该方法以计算代价较小的低阶近似逼

近计算复杂的高阶近似精度。

取（１１）式 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数ΔＨ的线性部分（即
ｋ＝２）：

Δ珟Ｈ ΔＸ，Δλ，( )ｔ＝１２Δλ
ＴＧΔλ＋ΔλＴ

ｆＸ( )ｒ

Ｘ ΔＸ

（１２）
依据（１２）式构造第一类生成函数：

ΔＦ１ΔＸ，ΔＸ０，( )ｔ

＝１２
ΔＸ
ΔＸ[ ]

０

Ｔ Ｆ１１（ｔ） Ｆ１２（ｔ）

Ｆ２１（ｔ） Ｆ２２（ｔ( )） ΔＸ
ΔＸ[ ]

０
（１３）

其中，Ｆ１１（ｔ）、Ｆ１２（ｔ）、Ｆ２１（ｔ）、Ｆ２２（ｔ）为３×３生成

函数系数矩阵，与时间相关。

线性化条件下，编队相对运动最优控制的

ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程为：

Δ珟Ｈ ΔＸ，Δ
Ｆ１

ΔＸ
，( )ｔ＋ΔＦ１ΔＸ，ΔＸ０，( )ｔ

ｔ
＝０

（１４）
（１２）式代入（１４）式，由边值条件的任意性，可得关
于生成函数系数矩阵的线性微分方程组：

Ｆ１１（ｔ）＝－Δ珟Ｈ１１－Δ珟Ｈ１２Ｆ１１（ｔ）－Ｆ１１Δ珟Ｈ２１（ｔ）

－Ｆ１１（ｔ）Δ珟Ｈ２２（ｔ）Ｆ１１（ｔ）
Ｆ１２（ｔ）＝－Δ珟Ｈ１２Ｆ１２（ｔ）－Ｆ１１（ｔ）Δ珟Ｈ２２（ｔ）Ｆ１２（ｔ）
Ｆ２１（ｔ）＝－Ｆ２１（ｔ）Δ珟Ｈ２１－Ｆ２１（ｔ）Δ珟Ｈ２２（ｔ）Ｆ１１（ｔ）
Ｆ２２（ｔ）＝－Ｆ２１（ｔ）Δ珟Ｈ２２（ｔ）Ｆ１２（ｔ













）

（１５）
其中：Δ珟Ｈ１１ ＝０３×３，Δ珟Ｈ２２ ＝Ｇ，Δ珟Ｈ１２ ＝Δ珟Ｈ２１ ＝

ｆＸ( )ｒ

Ｘ
，生成函数系数矩阵初始条件为 Ｆｑｑ＝Ｆｐｐ

＝Ｉ６×６，Ｆｑｐ＝Ｆｐｑ＝０６×６；采用数值积分可求得生

成函数ΔＦ１ ΔＸ，ΔＸ０，( )ｔ的系数矩阵，积分（１５）
式至 ｔ＝ｔｆ，可得ΔＦ１ΔＸｆ，ΔＸ０，ｔ( )ｆ 。

由正则变换公式可求得初终时刻的相对协态

变量Δλ０和Δλｆ：

Δ珘λ０＝
ΔＦ１
ΔＸ０

＝Ｆ１１（ｔｆ）ΔＸｆ＋Ｆ１２（ｔｆ）ΔＸ０

Δ珘λｆ＝
ΔＦ１
ΔＸｆ

＝Ｆ２１（ｔｆ）ΔＸｆ＋Ｆ２２（ｔｆ）ΔＸ










０

（１６）
（１６）式给出了求解初终时刻的相对协态变量

的线性估计表达式。由Δ珘λ０可求得被控星初始
协态变量λ０＝Δ珘λ０＋λｒ０，代入（９）式可求得被控星
的控制轨线珟Γ ( )ｔ及控制律珟Ｕ( )ｔ；珟Γ ( )ｔ、珟Ｕ( )ｔ
与最优控制轨线Γ

 ( )ｔ和最优控制律Ｕ ( )ｔ之
间的偏差采用迭代方法进行修正，具体过程见图

５，图中上标“ｎ”表示第 ｎ次迭代过程。

图５ 被控星最优控制律的迭代求解方法

Ｆｉｇ．５ Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｏｆｓｏｌｖｉｎｇｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｐａｃｅｃｒａｆｔ
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４ Ｈａｌｏ编队构型重构仿真

假定地月 Ｌ１点 Ｈａｌｏ轨道编队中参考星的 ｚ
向振幅为Ａｒｚ＝８６００ｋｍ，初始相位角为τｒ０＝０；ｔ０＝０
时刻，Ｈａｌｏ轨道编队构型参数为ΔＡｚ０＝２００ｋｍ，

Δτ０＝－２°，地月质心到太阳矢径与会合坐标系 Ｘ

轴的夹角θ０＝３０°；ｔｆ＝１０６ｓ时，Ｈａｌｏ轨道编队构型
参数为ΔＡｚｆ＝４００ｋｍ，相位Δτ＝４°，分别在圆型限
制性三体模型和双圆型限制性四体模型中，求

ｔ０，ｔ[ ]ｆ 内环绕星的连续推力最优控制。将 Ｈａｌｏ
轨道编队构型参数转化为相对运动的状态后，利

用生成函数法迭代求解被控星的最优控制律。

表１ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制计算结果
Ｔａｂ．１ ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒＨａｌｏｏｒｂｉｔｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

动力学模型 圆型限制性三体模型 双圆型限制性四体模型

被控星初始协态变量λ０
［－１２４３ｅ－２ －２２４２ｅ－２ －２４２６ｅ－３
－６５８６ｅ－３ ９５２０ｅ－５ ８４６７ｅ－３］

［７３５３ｅ－２ －４５０４ｅ－２ －７４０１ｅ－３
１４２９ｅ－２ １９７０ｅ－２ ８３７９ｅ－３］

重构位置误差（ｍ） ［３１９２ｅ－４ －１４８１ｅ－４ ６２７１ｅ－６］ ［－１９６０ｅ－４ ９５５８ｅ－４ ４８９２ｅ－５］

重构速度误差 （ｍ?ｓ） ［３３３４ｅ－９ －１３２５ｅ－９ －１５４２ｅ－１０］ ［－１８６７ｅ－８ ９３００ｅ－９ １０７８ｅ－９］

重构能耗（ｍ?ｓ） １７３４ ２５３８

表１给出了 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控
制的计算结果，两种仿真环境中编队构型重构的

状态误差 ＜１０－３ｍ，速度误差 ＜１０－７ｍ?ｓ，实现了

Ｈａｌｏ轨道编队构型重构的高精度控制，图 ６给出
了Ｈａｌｏ轨道编队构型重构过程。

图６ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构过程
Ｆｉｇ．６ ＲｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆＨａｌｏｏｒｂｉｔｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图７给出了被控星的最优控制律，将被控星
控制加速度的绝对值按时间积分可得编队构型重

构期间的控制能耗，圆形限制性三体模型下重构

能耗ΔＶＣＲＴＢＭ＝１７３４ｍ?ｓ，θ０＝３０°时双圆形限制性
四体模型下重构能耗ΔＶＢＲＦＢＭ＝２５．３８ｍ?ｓ；将太阳

对被控星的引力加速度的绝对值按时间积分可得

ΔＶＳ＝２０．３７ｍ?ｓ；当θ０＝３０°时，有下式成立：

ΔＶＣＲＴＢＭ＜ΔＶＢＲＦＢＭ＜ΔＶＣＲＴＢＭ＋ΔＶ( )Ｓ （１７）

图７ Ｈａｌｏ轨道编队构型重构最优控制曲线
Ｆｉｇ．７ ＲｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆＨａｌｏｏｒｂｉｔｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

由（１７）式可以看出，当θ０＝３０°时，太阳引力
摄动使得 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构的控制能耗增
加，但其增量小于ΔＶＳ。将构型重构起始时刻太

阳相位角θ０在 ０，２[ ]π 内遍历取值，计算控制能
耗ΔＶＢＲＦＢＭ，得到如图８所示的关系图。

由图８可以看出，双圆形限制性四体模型下
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控制能耗ΔＶＢＲＦＢＭ与θ０呈周期性变化，当θ０＝７３°
或２５３°时，重构能耗出现最大值３４９６ｍ?ｓ；当θ０＝
１６３°或３４３°时，重构能耗出现最小值８０１ｍ?ｓ。因
此，选择合适的重构时机，太阳引力摄动下 Ｈａｌｏ
轨道编队构型重构的控制能耗可以小于圆形限制

性三体模型下的控制能耗，本文仿真条件下 Ｈａｌｏ
轨道编队构型重构能耗最大可降低５３８％。

图８ 重构能耗与θ０关系曲线

Ｆｉｇ．８ Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎｆｕｅｌｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎａｎｄθ０

５ 结 论

推导了连续小推力作用下 Ｈａｌｏ轨道编队相
对运动最优控制的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程，基于第一类生
成函数构造了最优控制Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的迭代求解
方法；通过对圆型限制性三体模型和双圆型限制

性四体模型下Ｈａｌｏ轨道编队构型重构仿真，得到
太阳引力摄动对地月 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构的
控制能耗具有较大的影响。

对于Ｈａｌｏ轨道编队构型重构问题，文中未建
模动力学部分（包括黄白交角、月球轨道和地球轨

道偏心率、太阳光压以及行星引力摄动等）对重构

控制的精度都会产生影响，双椭圆限制性四体模

型或全星历模型下的 Ｈａｌｏ轨道编队构型重构问
题，以及Ｈａｌｏ轨道编队构型重构过程中的制导控
制问题是下一步研究的重点。
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