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低轨预警自由段弹道估计的多项式逼近算法
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摘 要：低轨单星对自由段弹道的估计是天基预警系统需解决的关键技术之一。建立了低轨预警卫星对

自由段弹道的观测模型，针对极大似然估计批处理算法的大运算量问题，给出了一种多项式逼近算法，由观测

数据的逼近多项式在一些特定采样点的值形成伪观测数据，以伪观测数据代替原观测数据进行弹道估计。仿

真表明，精度与极大似然估计相当，运算量显著降低。
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导弹威胁成为当今世界的主要威胁之一，天

基红外低轨预警星座因具有较长时间对弹道导弹

飞行中段进行连续跟踪的能力而越来越得到重

视［１］。低轨预警卫星通过红外相机获得目标的视

线（ＬＯＳ）测量信息，实现对自由飞行段弹道的估
计。在预警星座部署阶段或目标数量较多时，单

星观测情形经常发生，低轨单星对自由段弹道估

计问题是天基预警系统需解决的关键技术之一。

弹道估计的常用算法是 ＥＫＦ、ＵＫＦ等非线性
实时滤波算法［２］，由于预警卫星无法获得目标的

距离测量，在单星观测条件下，可观性较弱，滤波

算法收敛所需的观测弧段较长，估计精度不高。

基于极大似然估计（ＭＬＥ）的批处理算法利用全部
观测量对弹道初始时刻状态进行估计［３］，估计精

度虽高，但需要迭代求解，测量数据较多时计算量

很大，在天基预警弹道估计中的应用受到限制。

针对基于单星观测的弹道估计算法中存在的问

题，本文引入一种 ＭＬＥ的多项式逼近（ＰＡＭＬ）算
法［４］。

１ 自由段弹道模型和预警卫星观测模型

大气阻力和地球引力的高阶摄动项对自由段

导弹的飞行影响微小，我们只需考虑 Ｊ２项摄动的
作用。设导弹在Ｊ２０００ＥＣＩ下的位置、速度为 Ｘ＝
（ｘ，ｙ，ｚ，ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ，应满足的运动方程为
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其中μ为地心引力常数，ｒｅ为地球平均赤道半

径，Ｊ２为摄动系数，ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２，给定初始值

Ｘ０＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）Ｔ，方程（１）的解记为 Ｘ
（ｔ，Ｘ０），可采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法得到。

红外跟踪传感器能够得到空间目标在像平面

的位置，进而得到目标相对于卫星的视线（ＬＯＳ）
测量信息，包括预警卫星星体坐标系下的方位角

和俯仰角两个观测量［５－６］。设 ｔ时刻 Ｊ２０００ＥＣＩ
到预警卫星星体坐标系的变换矩阵为 Ｓ，预警卫
星和目标在 Ｊ２０００ＥＣＩ下的位置坐标分别为 ｒＳ（ｔ）
和 ｒＭ（ｔ），由方程（１），ｒＭ（ｔ）是 Ｘ０和 ｔ的函数，在
预警卫星星体坐标系下，目标的位置坐标记为

ｒＭＳ（ｔ）＝ ｘｍｓ（ｔ），ｙｍｓ（ｔ），ｚｍｓ（ｔ( )）Ｔ，则有

ｒＭＳ（ｔ）＝Ｓ ｒＭ（ｔ）－ｒＳ（ｔ( )） （２）
目标的方位角 ｙ１（ｔ）和俯仰角 ｙ２（ｔ）分别为

ｙ１（ｔ）＝ａｒｃｔａｎｙｍｓ（ｔ）?ｘｍｓ（ｔ( )） ＋ε１（ｔ）
＝ｈ１（ｔ，Ｘ０）＋ε１（ｔ） （３）

ｙ２（ｔ）＝ａｒｃｔａｎｚｍｓ（ｔ）? ｘｍｓ（ｔ）２＋ｙｍｓ（ｔ）槡( )２ ＋ε２（ｔ）
＝ｈ２（ｔ，Ｘ０）＋ε２（ｔ） （４）

其中 ｈ１（ｔ，Ｘ０）和 ｈ２（ｔ，Ｘ０）为测量真值，ε１（ｔ）和

ε２（ｔ）为测量噪声，实际中可假设为相互独立的高
斯白噪声过程，其协方差阵设为

Ｒ＝
σ
２
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σ
２
２（ｔ

( )） （５）

２ ＭＬＥ的多项式逼近算法

２１ 理论分析

自由段弹道估计的批处理算法是利用观测数

据集 ＹＳ＝｛ｙｉ（ｔｊ）｜ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，Ｎ｝计算初
始状态 Ｘ０的极大似然估计 Ｘ^０，从而由方程（１）确
定整个弹道。Ｘ^０应满足

Ｘ^０ ＝ａｒｇｍｉｎ
Ｘ０
∑
２
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∑
Ｎ
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σ
２
ｉ（ｔｊ{ }）

（６）
我们通常采用 ＧＮ［７］、ＬＭ［３］等算法求解 Ｘ^０，但当
观测量较多时，这些算法的计算速度很慢。

ＰＡＭＬ算法先计算 ｙｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）的 ｎｉ阶最
小二乘逼近多项式ｐｉ（ｔ），再确定 ｎｉ＋１个重采样
点 Ｓｉ＝｛ｔ

ｉ
ｊ｜ｊ＝１，２，…，ｎｉ＋１｝和伪观测数据集

ＰＳ＝｛ｐｉ（ｔ
ｉ
ｊ）｜ｔｉｊ∈Ｓｉ；ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，ｎｉ＋１｝

（ｐ１（ｔ）和 ｐ２（ｔ）为在相应重采样点处的取值构成
的集合），满足条件：

（１）伪观测数据集 ＰＳ相对原观测数据集ＹＳ
的信息损失微小；

（２）伪观测数据之间相互独立，且是测量真值
的无偏估计。

设 Ｘ^０ 为 Ｘ０基于伪观测数据的 ＭＬＥ，当条
件（１）满足时，^Ｘ０可由 Ｘ^０ 近似，即 Ｘ^０≈Ｘ^０，如
果条件（２）同时满足，则有

Ｘ^０ ＝ａｒｇｍｉｎ
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其中的σ

２
ｐｉ
（ｔｉｊ）是伪观测数据 ｐｉ（ｔ

ｉ
ｊ）的方差。根据

（７）式，^Ｘ０ 同样可由 ＧＮ算法或 ＬＭ算法求解。
比较（６）式与（７）式，由于 ｎ１＋ｎ２＋２２Ｎ，求解
Ｘ^０ 的计算量远小于求解 Ｘ^０的计算量。
定义权函数 ｗｉ（ｔ）＝１?σ２ｉ（ｔ）（ｉ＝１，２），设

｛φ
ｉ
ｋ（ｔ）｜ｋ＝０，１，…｝是关于权函数 ｗｉ（ｔ）的标准正

交多项式基，ｐｉ（ｔ）是 ｙｉ（ｔ）关于权函数 ｗｉ（ｔ）的 ｎｉ
阶最小二乘逼近多项式，有下述两个定理［４］：

定理１ 对 ｉ＝１，２，重采样点取为 ｎｉ＋１阶
标准正交多项式φ

ｉ
ｎｉ＋１
（ｔ）的 ｎｉ＋１个实根 Ｓｉ＝

｛ｔｉｊ｜ｊ＝１，２，…，ｎｉ＋１｝时，伪观测数据 ＰＳ＝
｛ｐｉ（ｔ

ｉ
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其中

Ａｉｊ＝ ∑
ｎｉ
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φ
ｉ
ｋ（ｔｉｊ( )）( )２ －１

（９）

定理２ 对 ｉ＝１，２，如果测量函数 ｈｉ（ｔ，Ｘ０）
及其一阶导数可近似为 ｎｉ阶多项式，重采样点和
伪观测数据的取法同定理１，则 Ｘ０基于原观测数
据集 ＹＳ的 ＭＬＥ与 Ｘ０基于伪观测数据集 ＰＳ的
ＭＬＥ近似相等。

在测量函数 ｈｉ（ｔ，Ｘ０）（ｉ＝１，２）及其一阶导
数可近似为 ｎｉ阶多项式的条件下，定理１和定理
２给出了确定重采样点的方法，即求 ｎｉ＋１阶标
准正交多项式φ

ｉ
ｎｉ＋１
（ｔ）的 ｎｉ＋１个实根，它们实

际上是关于权函数 ｗｉ（ｔ）的高斯型求积公式的高
斯点。定理１同时给出了计算伪观测数据方差的
方法，由（９）式，｛Ａｉｊ｜ｊ＝１，２，…，ｎｉ＋１｝是关于权
函数 ｗｉ（ｔ）的高斯型求积公式的求积系数

［８］。文

献［８］提供了计算高斯型求积公式的高斯点和求
积系数的高效算法。

２２ 算法步骤

对 ｉ＝１，２，设 ｈｉ（ｔ，Ｘ０）及其一阶导数可由 ｎｉ
阶多项式近似，ＰＡＭＬ算法步骤：（１）利用观测数
据集 ＹＳ计算ｙｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）关于权函数 ｗｉ（ｔ）的
ｎｉ阶最小二乘逼近多项式ｐｉ（ｔ）；（２）计算关于权
函数 ｗｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）的高斯型求积公式的高斯点
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Ｓｉ＝｛ｔ
ｉ
ｊ｜ｊ＝１，２，…，ｎｉ＋１｝和求积系数｛Ａ

ｉ
ｋ｜ｋ＝

１，２，…，ｎｉ＋１｝，将高斯点代入 ｐｉ（ｔ）得伪观测数
据集 ＰＳ＝｛ｐｉ（ｔ

ｉ
ｊ）｜ｔｉｊ∈Ｓｉ；ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，ｎｉ

＋１｝，将求积系数代入（８）式可得伪观测数据的方
差；（３）采用 ＧＮ算法或 ＬＭ算法由（７）式计算
Ｘ^０ ，^Ｘ０ 就是 Ｘ０的ＭＬＥ近似解。

３ 仿真实验

仿真实验中，目标为某射程４６００ｋｍ的弹道导
弹，低轨预警卫星的轨道高度取为 ２５００ｋｍ，对目
标自由段的观测时长为８００ｓ。两个角度观测量噪
声的标准差都取为 １００μｒａｄ，采样率为 １Ｈｚ。采用
５０次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真计算 ＭＬＥ、ＥＫＦ、ＵＫＦ和
ＰＡＭＬ算法对观测初始时刻目标状态估计结果，
其中ＭＬＥ和ＰＡＭＬ的求解都采用 ＧＮ算法，逼近
多项式的阶数取为３０。

图１和图２分别是初始时刻位置和速度估计
误差的标准差，其中 ＣＲＬＢ是估计误差标准差的
理论下界［３］，可见 ＰＡＭＬ算法的估计精度与 ＭＬＥ
的精度相当，位置估计误差最多相差 ３６１ｍ，速度
估计误差最多相差 １７ｍ?ｓ，ＰＡＭＬ算法和 ＭＬＥ的
估计误差随观测时长的增加都接近ＣＲＬＢ，表明两
者都是渐近有效估计。ＥＫＦ和 ＵＫＦ估计精度相
对较差，需要较长时间才能达到ＣＲＬＢ。

图１ 位置估计误差的标准差

Ｆｉｇ．１ Ｓｔｄｅｒｒｏｒｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎ

图３是相同计算环境下ＭＬＥ与ＰＡＭＬ算法的
计算时间对比，可见 ＰＡＭＬ算法的计算量随观测
数据量的增加变化不大，这是因为求逼近多项式

的部分计算可以离线完成，同时重采样点及其方

差的计算与原观测数据无关。ＭＬＥ的计算量随
观测数据量的增加几乎成线性增长，计算时间最

大是ＰＡＭＬ算法的２８倍，表明 ＰＡＭＬ算法具有良
好的计算复杂性。

４ 结束语

本文针对低轨单星视线测量条件下的自由段

图２ 速度估计误差的标准差
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图３ ＭＬＥ与ＰＡＭＬ算法的计算时间对比
Ｆｉｇ．３ ＥｘｅｃｕｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆＰＡＭＬａｎｄＭＬＥ

弹道的估计问题，建立了自由段弹道导弹的运动

模型和预警卫星的观测模型，给出一种基于 ＭＬＥ
弹道估计的多项式逼近算法，该算法在保证 ＭＬＥ
估计精度的同时，显著降低了运算量，适用于天基

红外低轨预警系统。
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