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摘 要：提出一种基于联合对角化的远场相干信号波达方向估计算法。利用阵元接收数据构造高阶累积

量矩阵，通过矩阵联合对角化得到阵列广义流形矩阵的估计。利用阵列流形矩阵的矩阵特性及最小多项式的

性质，消除联合对角化带来的顺序不确定性，得到波达方向的估计。该方法无需进行角度搜索，且能处理不同

相干群内部分波达方向相同的情形。计算机仿真实验验证了算法的有效性。
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波达方向（或称波达角）估计是阵列信号处理

的一个重要研究内容，它在雷达、声纳、地震监测

等领域中有着广泛的应用。经典的波达方向估计

算法，如 ＭＵＳＩＣ和 ＥＳＰＲＩＴ，能实现不相关信源的
高分辨率波达角估计。然而，当信源之间强相关

甚至是相干时，此类算法不再有效。

关于相干源的波达角估计问题，近二十多年

来，人们提出了许多方法［１－８］。这些算法可大致

分为两类，即二阶统计量方法和高阶统计量方法。

目前，绝大多数算法为二阶统计量方法，解决途径

主要采用空间平滑或差分技术。这类算法能有效

解决相干信源波达角估计问题，但也存在不少缺

陷：一是这类算法通常需要进行角度搜索，计算量

大，精度受搜索步长影响；二是不同相干群内某些

波达角相同时，很多基于二阶统计量的方法将失

效。

基于高阶统计量的相干源波达角估计方法为

有效解决二阶统计量方法的缺陷提供了新的思

路。文献［３－４］提出了两种基于高阶统计量的相
干波达角估计方法。这两种方法都是基于源信号

的统计独立性，不同相干群波达角单独估计。然

而，这两种算法均未对估计的顺序不确定性进行

明确消除。此外，这两个文献在估计波达角时，前

者需要对大矩阵进行奇异值分解，后者利用类似

于空间平滑的方法，需要进行角度搜索。文献［７］
通过构造合适的高阶累积量矩阵，首先实现独立

信源的波达角估计，然后得到相干源波达角估计。

然而，该算法依旧需要进行角度搜索，并且由于多

个相干群波达角同时估计，不能有效解决不同相

干群内部分波达角相同的问题。

针对上述高阶统计量算法存在的一些问题，

本文提出一种基于高阶累积量矩阵联合对角化的
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相干源波达角估计方法。该方法无需进行角度搜

索，且能处理不同相干群内存在部分波达角相同

的问题。

１ 信号模型及假设

考虑 Ｇ个具有相同中心频率ｆｃ的远场窄带

源信号 ｕｉ（ｔ{ }） Ｇ
ｉ＝１。假设每个源信号 ｕｉ（ｔ）经过

多径 传 播，产 生 一 组 该 信 号 的 相 干 信 号

ｓｉ，１（ｔ），…，ｓｉ，ｐｉ（ｔ{ }）。这组信号入射到阵元间距
为 ｄ，阵元数为 Ｍ 的均匀线阵，波达角记为

θｉ，１，…，θｉ，ｐ{ }ｉ ，ｄ≤λ?２，其中λ为信号波长。称
由同一个源信号 ｕｉ（ｔ）产生的相干信号为第 ｉ个

群，Ｐ＝∑
Ｇ

ｉ＝１
ｐｉ为待估波达角的总数。

以第一个阵元为参考点，则 ｔ时刻阵元接收
信号可以表示为

ｘ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）
式中，ｘ（ｔ）＝ ｘ１（ｔ），…，ｘＭ（ｔ[ ]）Ｔ为阵元接收信

号矢量，ｘｉ（ｔ）为 ｔ时刻第ｉ个阵元的接收信号；Ａ

＝ ａ（θ１，１），…，ａ（θ１，ｐ１），ａ（θ２，１），…，ａ（θＧ，ｐＧ[ ]）为阵
列 流 形 矩 阵， 其 中 ａ （θ ） ＝
１，…，ｅｘｐ（－ｊ（Ｍ－１）ω[ ]）Ｔ，ω ＝２πｄｓｉｎ（θ）?λ；

ｓ（ｔ）＝ ｓ１，１（ｔ），…，ｓＧ，ｐＧ（ｔ[ ]）Ｔ
为 Ｐ×１维的入射

信号矢量；ｎ（ｔ）＝ ｎ１（ｔ），…，ｎＭ（ｔ[ ]）Ｔ为加性噪

声。

第 ｉ个群内的相干信号ｓｉ，１（ｔ），…，ｓｉ，ｐｉ（ｔ）可

以用 ｕｉ（ｔ）表示为

ｓｉ，１（ｔ），…，ｓｉ，ｐｉ（ｔ[ ]）Ｔ

＝ρｉ，１，…，ρｉ，ｐ[ ]ｉ
Ｔｕｉ（ｔ）＝ρｉｕｉ（ｔ） （２）

式中ρｉ＝ρｉ，１，…，ρｉ，ｐ[ ]ｉ
Ｔ
为信号 ｕｉ（ｔ）对应的复

散射矢量，它的每个元素均为非零复常数。

记 Ｂ＝ｄｉａｇρ１，…，ρ{ }Ｇ 为由ρ１，…，ρＧ为对
角元素的块对角矩阵，Ｃ＝ＡＢ称为阵列广义流形
矩阵，式（１）可以重新表示为

ｘ（ｔ）＝ＡＢｕ（ｔ）＋ｎ（ｔ）＝Ｃｕ（ｔ）＋ｎ（ｔ）（３）
式中 ｕ（ｔ）＝ ｕ１（ｔ），…，ｕＧ（ｔ[ ]）Ｔ为源信号矢量。

考虑矩阵 Ｃ＝ＡＢ，矩阵 Ｂ每列的非零元素
数分别为ｐ１，…，ｐＧ，记 Ｃ的第ｉ列为ｃｉ，Ｂ的第ｉ
列为ｂｉ，则

ｃｉ＝Ａｂｉ＝ ａ（θｉ，１），…，ａ（θｉ，ｐｉ[ ]）ρｉ （４）

由上式可以看到，Ｃ的每一列只与一个相干
群对应的波达角及其对应的复散射矢量有关。本

文算法的思想在于首先利用源信号的统计特性，

得到矩阵 Ｃ的估计，然后对 Ｃ的每一列，根据矩
阵 Ａ的结构特征，得到某个相干群对应的波达角
的估计。这样，即使某几个相干群内的某个波达

角相同，由于波达角是按群分别估计，对估计结果

并无任何影响。

本文中，对信号模型作如下假设：

（１）源信号 ｕｉ（ｔ{ }） Ｇ
ｉ＝１是相互统计独立，具有

非零峰度的非高斯过程。

（２）加性噪声为复高斯白噪声，噪声与信号是
相互统计独立的，噪声间互不相关。

（３）阵元数 Ｍ和源信号数Ｇ，相干群内元素
的最大数目 ｐｍａｘ＝ｍａｘ（ｐ１，…，ｐＧ）之间满足如下
关系：Ｍ≥ｍａｘ（Ｇ，２ｐｍａｘ）。

（４）Ｃ是满秩的（通常只需任意两个相干群内
波达方向不完全相同即可），同一个相干群内波达

角两两各不相同。

源信号数目 Ｇ及相干群内元素个数ｐ１，…，

ｐＧ的确定属于信号检测问题，已有详细的讨论，
因此本文假设它们是已知的。

２ 波达角估计算法

本节利用式（３）的信号模型及假设，首先构造
一组高阶累积量矩阵，利用矩阵联合对角化得到

矩阵 Ｃ的估计，再利用矩阵 Ａ的 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩
阵特性，消除矩阵 Ｃ的估计结果中的顺序不确定
性问题，最后利用 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵特性及矩阵
的最小多项式性质，分别得到每个相干群内波达

角的估计。

２１ 高阶累积量矩阵的联合对角化

构造 Ｍ个如下形式的Ｍ×Ｍ维的四阶累积
量矩阵［４，７］

Ｆｉ（ｋ，ｍ）＝ｃｕｍ（ｘｉ（ｔ），ｘｉ（ｔ），ｘｋ（ｔ），ｘｍ（ｔ））

＝Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｉ（ｔ）ｘｋ（ｔ）ｘｍ（ｔ{ }）

－Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｉ（ｔ{ }）Ｅ ｘｋ（ｔ）ｘｍ（ｔ{ }）

－Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｋ（ｔ{ }）Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｍ（ｔ{ }）

－Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｋ（ｔ{ }）Ｅ ｘｉ（ｔ）ｘｍ（ｔ{ }）
（５）

式中，ｘ表示 ｘ的共轭，将式（３）代入上式可得：
Ｆｉ＝ＣＤｉＣＨ （６）

式中，Ｄｉ ＝ｄｉａｇ｛γ４，ｓ１ Ｃ（ｉ，１）２，…，γ４，ｓＧ

Ｃ（ｉ，Ｇ）２｝，γ４，ｓｉ＝ｃｕｍ｛ｓｉ（ｔ），ｓ

ｉ（ｔ），ｓｉ（ｔ），ｓｉ

（ｔ）｝，Ｃ（ｊ，ｋ）表示矩阵 Ｃ第ｊ行第ｋ列对应的元
素，上标Ｈ表示矩阵共轭转置。

式（６）的 Ｍ个累积量矩阵Ｆ１，…，ＦＭ，具有相
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似的形式，且对角矩阵 Ｄ１，…，ＤＭ 不完全相同。
因此，可以通过联合对角化技术估计阵列广义流

形矩阵 Ｃ。
矩阵联合对角化是指寻找满足一定约束条件

（如范数等于某个常数）的非零矩阵 Ｗ，使得如下
的代价函数最小：

ｆ（Ｗ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ｏｆｆＷＨＦｉ{ }Ｗ （７）

式中，ｏｆｆ{ }· 表示矩阵非对角线元素绝对值平方

和，ｏｆｆ｛Ａ｝＝∑ｉ≠ｊ
ａｉｊ ２。

本文采用文献［９］所提的 ＦＪＡＤ算法实现矩
阵 Ｃ的估计，记为 Ｃ^。理论上，^Ｃ和Ｃ之间存在
如下关系：

Ｃ^＝ＣＰΛ （８）
其中矩阵 Ｐ表示一个置换矩阵，它是由问题本身
的顺序不确定性决定的，式（８）中，ｆ（^ＣＰ）＝
ｆ（^Ｃ）。Λ为一对角线元素非零的对角矩阵，它与
约束条件有关。Λ对波达角估计并无任何影响，

不再考虑Λ，即假设

Ｃ^＝ＣＰ （９）
由于置换矩阵 Ｐ的存在，即使 ｐ１，…，ｐＧ均为已
知，矩阵 Ｃ^每列对应的相干群内元素的个数也不
能确定。因此，为了从矩阵 Ｃ^中得到波达角θ１，１，
…，θＧ，ｐＧ的估计，首先必须确定 Ｃ^每列与ｐ１，…，

ｐＧ之间的对应关系。
ｐ１，…，ｐＧ完全相同时，无需考虑顺序不确定

性。因此，下面考虑消除顺序不确定性时，均假设

ｐ１，…，ｐＧ不完全相同。

２２ 顺序不确定性消除

定义如下的矩阵和矢量函数：

Ｑ（ｋ，ｍ，ｎ）

＝
ｅ－ｊ（ｋ－１）ωｍ，１ … ｅ－ｊ（ｋ－１）ωｍ，ｐｍ
  

ｅ－ｊ（ｋ＋ｎ－２）ωｍ，１ … ｅ－ｊ（ｋ＋ｎ－２）ωｍ，ｐ









ｍ

（１０）

ξ（ｉ，ｋ，ｎ）＝ ｃｉ（ｋ）…ｃｉ（ｋ＋ｎ－１[ ]）Ｔ （１１）
Ｑ（ｋ，ｍ，ｎ）为阵列流形矩阵 Ａ的子矩阵，式（１１）
中 ｃｉ表示Ｃ的第ｉ列，由 Ｑ（ｋ，ｍ，ｎ）的定义有

Ｑ（ｋ，ｍ，ｎ）＝Ｑ（１，ｍ，ｎ）Γｋ－１（ｍ） （１２）
式中，Γ （ｍ）＝ ｄｉａｇ｛ｅｘｐ（－ ｊωｍ，１），…，
ｅｘｐ（－ｊωｍ，ｐｍ）｝。

假设 ｃｉ对应的相干群内元素为ｐｉ，构造如下
的 ｐｊ×ｐｊ维矩阵

Φｉ（ｊ）＝ξ（ｉ，１，ｐｊ）…ξ（ｉ，ｐｊ，ｐｊ[ ]） （１３）
引理 １ ｄｅｔΦｉ（ｉ( )） ≠ ０。 ｐｊ＞ｐｉ 时，

ｄｅｔΦｉ（ｊ( )） ＝０。
证明：首先证明ｄｅｔΦｉ（ｉ( )）≠０。
由式（１０）～（１３），可知

Φｉ（ｉ）

＝ Ｑ（１，ｉ，ｐｉ）Γ０（ｉ）ρｉ…Ｑ（１，ｉ，ｐｉ）Γ
ｐｉ－１（ｉ）ρ[ ]ｉ

（１４）
假设ｄｅｔΦｉ（ｉ( )） ＝０，则存在系数β（０），…，

β（ｐｉ－１），∑
ｐｉ－１

ｋ＝０
β（ｋ）

２≠０，使得

Ｑ（１，ｉ，ｐｉ）β（０）＋…＋β（ｐｉ－１）Γ
ｐｉ－１（ｉ[ ]）ρｉ＝０

（１５）
上式中，Ｑ（１，ｉ，ｐｉ）为 ｐｉ×ｐｉ的可逆 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ
矩阵，ρｉ的每个元素均非零，因此，式（１５）可以简
化为

β（０）＋…＋β（ｐｉ－１）Γ
ｐｉ－１（ｉ）＝０ （１６）

由式（１６）可知，Γ（ｉ）的最小多项式阶最多为
ｐｉ－１。然而，由Γ（ｉ）的表达式可知，Γ（ｉ）的最

小多项式阶为 ｐｉ，矛盾。假设 ｄｅｔΦｉ（ｉ( )） ＝０不
成立，则ｄｅｔΦｉ（ｉ( )）≠０。

同理

Φｉ（ｊ）

＝ Ｑ（１，ｉ，ｐｊ）Γ０（ｉ）ρｉ…Ｑ（１，ｉ，ｐｊ）Γ
ｐｊ－１（ｉ）ρ[ ]ｉ

（１７）
由于Γ（ｉ）的最小多项式阶为 ｐｉ，因此，当 ｐｊ

＞ｐｉ时，Φｉ（ｊ）的列之间是线性相关的，或者说，

ｄｅｔΦｉ（ｊ( )） ＝０。
证毕。

定义函数

ｆ（ｉ，ｊ）＝λｍｉｎ（ｉ，ｊ） （１８）
式中，λｍｉｎ（ｉ，ｊ）表示矩阵Φｉ（ｊ）的绝对值的最小
特征值。

定义Ω＝［１，…，Ｇ］，ｍΩ表示Ω内元素的一
个排列，例如 ｍΩ＝［Ｇ，…，１］，定义

Ｆ（ｍΩ）＝∏
ｉ∈Ω
ｆ（ｉ，ｍΩ（ｉ）） （１９）

式中，ｍΩ（ｉ）表示 ｍΩ的第ｉ个元素。
假设矩阵 Ｃ每列对应的相干群内元素个数

为ｐ１，…，ｐＧ，假设Ω 的一个排列为 ｍΩ。如果

ｍΩ≠［１，…，Ｇ］，则至少存在一个整数 ｊ，使得
ｐｍΩ（ｊ）＞ｐｊ。此 时，由 引 理 １的 结 论 可 知，

ｆｊ，ｍΩ（ｊ( )） ＝ λｍｉｎ ｊ，ｍΩ（ｊ( )） ＝０，此时有

Ｆ（ｍΩ）＝∏
ｉ∈Ω
ｆｉ，ｍΩ（ｉ( )） ＝０。所以，只有当 ｍΩ

＝Ω时，Ｆ（ｍΩ）才非零。考虑到噪声的影响，本
文通过寻找如下的 ｍΩ０来消除顺序不确定性：
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ｍΩ０：Ｆ（ｍΩ０）＝ ｍａｘ
ｍΩｍ（Ω）

Ｆ（ｍΩ） （２０）

式中 ｍ（Ω）表示Ω 的所有排列组成的集合。式
（２０）中，用 Ｃ^代替Ｃ。

２３ 波达角估计

上节利用 Ａ的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ特性和矩阵最小
多项式的性质，消除了矩阵联合对角化估计结果

的顺序不确定性。不妨直接假设 Ｃ^＝Ｃ，本节考
虑利用 Ｃ的信息估计波达角。

对 Ｃ的第ｉ列ｃｉ，令κ０＝Ｍ－ｐｉ－１，定义矩
阵

Ｈ＝ξ（ｉ，１，κ０＋１）…ξ（ｉ，ｐｉ，κ０＋１[ ]） （２１）
ｈ＝ξ（ｉ，ｐｉ＋１，κ０＋１） （２２）

将ξ的定义代入式（２１）和（２２）中可得：
Ｈ＝ Ｑ（１，ｉ，κ０＋１）ρｉ…Ｑ（１，ｉ，κ０＋１）Γ

ｐｉ－１（ｉ）ρ[ ]ｉ
（２３）

ｈ＝Ｑ（１，ｉ，κ０＋１）Γｐｉ（ｉ）ρｉ （２４）
由于Γ（ｉ）的最小多项式阶为 ｐｉ，因此，ｈ可

以 用 Ｈ 的 列 线 性 表 示，即 存 在 ｕ ＝
ｕ（０），…，ｕ（ｐｉ－１[ ]）Ｔ，ｕＨｕ≠０，使得 ｈ＝Ｈｕ。
将式（２１）和（２２）代入 ｈ＝Ｈｕ中可得

Ｑ（１，ｉ，κ０＋１）Γｐｉ（ｉ）－∑
ｐｉ－１

ｋ＝０
ｕ（ｋ）Γｋ（ｉ( )）ρｉ

＝０ （２５）
由 Ｑ（１，ｉ，κ０＋１）和ρｉ的性质，式（２５）可以化简
为

Γ
ｐｉ（ｉ）－∑

ｐｉ－１

ｋ＝０
ｕ（ｋ）Γｋ（ｉ）＝０ （２６）

将Γ（ｉ）代入式（２６）中可得，ｅ－ｊωｉ，１，…，ｅ－ｊωｉ，ｐｉ为如
下定义的ｐｉ阶多项式的根

ｇ（ｘ）＝ｘｐｉ－∑
ｐｉ－１

ｋ＝０
ｕ（ｋ）ｘｋ （２７）

ｕ可以通过将线性最小二乘方法应用到ｈ＝Ｈｕ
得到。

记 ｇ（ｘ）的 ｐｉ个根分别为 ｖ^１，…，^ｖｐｉ，则第 ｉ

个相干群对应的波达角θｉ，１，…，θｉ，ｐｉ可以通过下

式进行估计：

θ^ｉ，ｋ＝－ａｒｃｓｉｎλ
ａｒｇ（^ｖｋ）
２π( )ｄ

， ｋ＝１，…，ｐｉ（２８）

由上分析，将本文所提基于联合对角化的远

场相干源波达角估计算法流程总结如下：

（１）由阵元接收数据构造一组高阶累积量矩
阵，通过矩阵联合对角化技术得到阵列广义流形

矩阵 Ｃ的估计 Ｃ^。
（２）根据阵列流形矩阵 Ａ的结构特征及最小

多项式性质，由式（２０），消除步骤１估计中存在的
顺序不确定性。

（３）对消除了顺序不确定性的估计矩阵 Ｃ^的
每列，由式（２７）和（２８）得到一个相干群内波达角
的估计。

由上述分析可以看到，本文所提算法无需进

行角度搜索，而是通过多项式求根得到波达角的

估计。另外，由于波达角是按不同的相干群单独

进行估计的，因此，即使某几个相干群内存在某个

或多个波达角相同，只要矩阵 Ｃ是满秩的，本文
算法仍然有效。对本文算法而言，Ｍ个阵元最多
可估计Ｍ×「Ｍ?２?个波达角，「Ｍ?２?表示小于或等
于 Ｍ?２的数中最大的整数。

３ 仿真实验及结果分析

为验证本文所提算法的有效性，将本文算法

与文献［３］的 ＳＶＤＯＡ算法进行比较。这两种算
法均为高阶累积量算法，高阶累积量算法对高斯

噪声有抑制作用［１０］，因此，不将本文算法与二阶

算法进行比较。仿真实验中，均匀线阵的阵元间

距为半个波长。实验结果为 １０００次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
实验的平均数据，采用均方根误差（ＲＭＳＥ）作为精
度指标：

ＲＭＳＥ＝
∑
１０００

ｒ＝１
∑
Ｇ

ｉ＝１
∑
ｐｉ

ｊ＝１
θ^ｉｊ（ｒ）－θ( )ｉｊ ２

１０００槡 Ｐ （２９）

上式中，^θｉｊ（ｒ）表示第 ｒ次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真时θｉｊ
的估计结果。

图１ 波达角估计ＲＭＳＥ随ＳＮＲ变化曲线
Ｆｉｇ．１ ＲＭＳＥｏｆＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓＳＮＲ

实验１ 假设阵列由１０个阵元组成，源信号
为两个等功率统计独立的随机相位信号，其对应

的 相 干 群 波 达 角 分 别 为 １０°，２０°，( )５０°和
２５°，４０°，( )７０°，每个入射信号对应的散射系数随
机生成，快拍数为 １０２４。图 １给出了信噪比
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（ＳＮＲ）从０ｄＢ变化到３０ｄＢ时，两种算法的ＲＭＳＥ
曲线。由图 １可以看出，低 ＳＮＲ时，本文算法和
ＳＶＤＯＡ算法性能非常近似。而当 ＳＮＲ较高（１５
ｄＢ以上）时，本文算法性能比ＳＶＤＯＡ好。

实验 ２ 考虑存在部分波达角相同的情形。

两 个 独 立 源 信 号 对 应 的 波 达 角 分 别 为

１０°，２０°，( )５０°和 １０°，２０°，( )７０°，其他仿真条件同
实验 １。图 ２给出了 ＳＮＲ从 ０ｄＢ变化到 ３０ｄＢ
时，本文所提算法和ＳＶＤＯＡ随ＳＮＲ的变化曲线。
由图 ２可以看出，本文所提算法估计精度高于
ＳＶＤＯＡ算法。

图２ 部分波达角相同时，波达角估计

ＲＭＳＥ随ＳＮＲ变化曲线
Ｆｉｇ．２ ＲＭＳＥｏｆＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓＳＮＲ

ｗｈｅｎｓｏｍｅＤＯＡｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅ

４ 结 论

研究利用线性均匀阵列进行相干源波达角估

计。基于源信号的统计独立性，首先通过阵元接

收数据构造一组高阶累积量矩阵，由矩阵的联合

对角化技术得到阵列广义流形矩阵的估计。然后

利用阵列流形矩阵及矩阵最小多项式的性质，消

除广义流形矩阵估计的顺序不确定性，最后利用

均匀线阵的旋转不变性，由多项式求根获得波达

角的估计。在不同群内信号相互统计独立的假设

前提下，本文算法阵元利用效率较高，并能处理多

个相干群内存在某些波达角相同的情形。然而，

上述算法的优良性能是以计算量一定程度的增加

为代价的。
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