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基于能量函数的插值代理模型推广能力评价准则


朱雄峰，罗文彩，魏月兴
（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：本文分析了插值型代理模型的特性，提出了影响插值代理模型的推广能力的重要因素是代理模
型的振荡特性，分析表明：振荡剧烈的代理模型，其推广能力就弱。为了评价代理模型的推广能力，本文提出

基于能量函数方法的评价方法。能量函数方法是通过计算代理模型的一阶和二阶导数，得出代理模型的振荡

情况来进行评价。能量函数越高，代理模型的振荡越剧烈，因而其推广能力越差。测试函数表明，能量函数方

法在评价代理模型推广能力上是有效的。
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　　在飞行器多学科设计优化（Ｍｕｌｔｉｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ
ＤｅｓｉｇｎＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＤＯ）过程中，由于存在设计
变量数量巨大，各学科之间信息传递复杂、分析过

程存在噪声等情况，使得优化过程变得复杂而漫

长，引入近似技术成为一项迫不及待的任务。代

理模型（即近似模型）代替仿真程序执行的实质

是将目标函数与约束近似用数学模型表示，在设

计空间中搜索，得到近似问题的最优解，然后通过

最优解处的实际仿真分析修正近似模型，再进行

搜 索，直 至 收 敛。 代 理 模 型 的 推 广

（ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ）能力，也称为模型泛化能力，是指
采用某种近似方法，对现有样本点构造代理模型，

该代理模型对未在样本集中的样本点做出正确预

测的能力。本文所研究的代理模型是插值型代理

模型（如无特别说明，下文所述代理模型都指插

值型代理模型），常用的插值型代理模型有：ＲＢＦ
径向基插值方法、Ｋｒｉｇｉｎｇ方法、移动最小二乘法
等［１－３］，插值型代理模型的特点是它能无误差地

贯穿所有样本点。传统的评价方法往往需要增加

样本点对模型进行验证，或者使用交叉验证的方

法［４］，但这些方法增加了试验成本，而且只是从

零阶预测误差的角度进行评价，而对一阶、二阶精

度以及模型本身的特点没有描述，无法对模型的

正确性有充分的评价。本文提出的能量函数方法

能够基于现有样本点，利用模型的一阶和二阶导

数信息，对代理模型的推广能力进行评价。

１　插值型代理模型的分析

对基于小样本模型的推广能力，统计学习理论

提出了推广能力的界的概念，即：经验风险Ｒｅｍｐ（ｗ）
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和实际风险Ｒ（ｗ）之间以至少１－η的概率满足
如下关系式：

Ｒ（ｗ）≤Ｒｅｍｐ（ｗ）＋φ（ｈ／ｎ） （１）
式中，ｈ是函数集的ＶＣ维，ｎ是样本数。

统计学习理论说明了学习机器的实际风险由

两部分组成：一是经验风险即训练误差，二是置信

范围，它和学习机器的ＶＣ维及训练样本数有关。
它表明学习机器的 ＶＣ维越高（学习机器的复杂
性越高），则置信范围越大，导致真实风险与经验

风险的差别越大，机器学习不但要使经验风险最

小，还要使ＶＣ维尽量小，以缩小置信范围，才能
得到较小的实际风险，即对未知样本点有较好的

推广性。

统计学习理论的推广性的界理论对插值型模

型的推广能力同样具有指导意义：插值型代理模

型的经验风险是０，显然只通过最小化经验风险
来实现代理模型的推广能力是没有意义的，要最

小化实际风险必须要尽量缩小代理模型的函数集

的ＶＣ维。然而遗憾的是，对大多数函数集而言，
其ＶＣ维是无法计算的［５－６］。

（ａ）未发生龙格现象插值图形

（ｂ）发生龙格现象插值图形

图１　插值问题中的龙格现象
Ｆｉｇ．１　Ｒｕｎｇｅｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎｏｆｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｐｒｏｂｌｅｍ

统计学习理论指出，可以通过减小插值代理

模型函数集的复杂度，得到更小的 ＶＣ维度，进而
获得最小的实际风险。插值代理模型复杂度的一

种极端表现是：高次函数插值（如四次以上样条

插值，相比常用的三次样条插值其函数复杂度要

高）容易出现龙格现象（ＲｕｎｇｅＰｈｅｎｏｍｅｎｏｎ）。图
１是两类插值方法对同一组样本点插值的效果，

真实函数为
１

１＋３ｘ２
。

图１（ａ）没有发生龙格现象，而图１（ｂ）发生
了龙格现象，显然发生龙格现象时，代理模型的推

广能力较弱，因此，可以通过评价插值函数的振荡

特性间接地评价插值函数集的复杂度。定性的分

析可以得出振荡剧烈的插值代理模型，其推广能

力较弱；为了定量地描述函数的振荡特性，本文提

出了插值函数的能量函数概念。

２　一维能量函数

２１　一维能量函数的推导

为了定量描述一维插值问题的振荡特性，下

面作如下定义：

定义 １　一维能量函数（Ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＥｎｅｒｇｙＦｕｎｃｔｉｏｎ）为插值代理模型函数曲线ｆ贯穿
所有一维样本点所产生的弯曲势能ｖξ（ｆ）。

假设代理模型函数曲线处于理想状态下，大

范围内变形都符合胡克定律，根据力学理论

ｄｖξ＝
Ｍ（ｘ）
２ ｄθ

ｄθ＝ｄｌρ
１
ρ
＝Ｍ（ｘ）ＥＩ

（２）

其中，ｄｖξ为能量微元，Ｍ（ｘ）为弯矩，ｄθ为弯曲角
度变形微元，ｄｌ为曲线长度微元，ρ为曲率半径，
ＥＩ为弯曲刚度。

由以上三式可以得出

ｄｖξ＝
Ｍ（ｘ）
２ ｄθ＝Ｍ（ｘ）

２

２ＥＩｄｌ （３）

由于

ｄｌ＝ １＋ｆ′槡
２ｄｘ （４）

Ｍ（ｘ）＝ＥＩ
ρ

（５）

可以得出

ｖξ＝
ＥＩ
２∫

ｌ

０
（
１
ρ
）２ｄｌ （６）

进一步：

ｖξ＝
ＥＩ
２∫

ｘ

０

ｆ″
（１＋ｆ′２）[ ]３

２

２

（１＋ｆ′２）
１
２ｄｘ

·１３·
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＝ＥＩ２∫
ｘ

０

ｆ″２

（１＋ｆ′２）
５
２
ｄｘ （７）

由以上推导可以看出，从物理意义上：弯曲的

能量实际上是曲率倒数的平方在全曲线范围内的

积分。这里能量函数用于评价代理模型的振荡情

况，并且能量函数是一个标量，为此对能量函数归

一化为

ｖξ＝∫
ｘ

０

ｆ″２

（１＋ｆ′２）
５
２
ｄｘ （８）

以上是一维插值问题的能量函数形式，显然

能量函数大的插值方法，其函数形式振荡更剧烈，

因此其推广能力更差。

由于现有的插值型代理模型往往不能给出解

析表达式，通常只能给出数值解。计算上式的一

阶和二阶导数采用如下方法：

ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

ｆ″（ｘ）＝ｆ（ｘ＋Δｘ）－２ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ－Δｘ）
Δｘ２

（９）

２２　一维能量函数测试

下面采用径向基 ＲＢＦ模型和 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型，
对一维能量函数评价推广能力的有效性进行验

证。

（１）径向基模型 （ＲａｄｉａｌＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ，
ＲＢＦ），是采用一系列径向基函数的线性组合来近
似的模型［７］。其表达式如下：

ｙ^＝∑
ｎｓ

ｉ＝１
βｉφ（Ｘ－Ｘｉ）＝β

ＴΦ （１０）

其中，β＝［β１，β２，…βｎｓ］
Ｔ是权系数向量，可以由

如下公式确定：

β＝Ａ－１ｙ （１１）
矩阵Ａ可以由以下确定：

Ａ＝

φ（ｘ１－ｘ１ ） … φ（ｘ１－ｘｎｓ）

  

φ（ｘｎｓ－ｘ１ ） … φ（ｘｎｓ－ｘｎｓ









）

（１２）
这里把 ｘ－ｘｉ表示成欧氏距离ｒ，φ（ｘ－ｘｉ）是径
向基函数，常采用高斯径向基函数φ＝ｅｘｐ（－ｃｒ２）、

ＭＱ型径向基函数φ（ｒ）＝ （ｒ２＋ｃ２槡 ）等，其中ｃ是常
数。

（２）Ｋｒｉｇｉｎｇ模型
Ｋｒｉｇｉｎｇ模型由全局模型和局部偏差模型构

成［７］：

ｙ＝ｆ（ｘ）＋ｚ（ｘ） （１３）
ｚ（ｘ）的协方差矩阵表明其局部偏离的程度，形式

如下：

ｃｏｖＺ（ｘｉ），Ｚ（ｘｊ[ ]） ＝σ２Ｒ（Ｒ（ｘｉ，ｘｊ[ ]））
（１４）

Ｒ（ｘｉ，ｘｊ）表示任意两个样本点 ｘｉ，ｘｊ之间的相关
函数，这里常采用高斯相关函数：

Ｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝∏
ｎｄｖ

ｋ＝１
ｅｘｐ（－θｋ ｘｉｋ－ｘ

ｊ
ｋ
２）（１５）

相关函数确定后就可以建立 ｙ（ｘ）的近似响应
ｙ^（ｘ）关于观测点ｘ的表达式。形式如下：

ｙ^（ｘ）＝^β＋ｒＴ（ｘ）Ｒ－１（ｙ－ｆ^β） （１６）
以上 ＲＢＦ模型和 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型，对于不同的

插值基函数和相关函数，插值效果有较大的差异，

如图２所示。常用的 ＲＢＦ基函数和 Ｋｒｉｇｉｎｇ相关
函数如表１所示。

（ａ）ＧｕａｓｓＫｒｉｇｉｎｇ插值图形

（ｂ）ＭＱＲＢＦ插值图形

图２　一维函数插值效果
Ｆｉｇ．２　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

·２３·
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表１　常用的ＲＢＦ基函数和Ｋｒｉｇｉｎｇ相关函数
Ｔａｂ．１　ＲＢＦｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄＫＭｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ＲＢＦ基函数 Ｋｒｉｇｉｎｇ相关函数

高斯函数 ＭＱ型函数 高斯函数 倒数平方函数 三次样条函数

φ（ｒ）＝ｅ－ｃｒ２ φ（ｒ）＝ （ｒ２＋ｃ２槡 ） φ＝ｅｘｐ（－ｃｒ２） φ＝ １
ｃ＋ｒ２ φ（ｒ）＝（ｒ＋ｃ）３

　　测试函数１：ｆ（ｘ）＝ ｘ２

８＋ｘ５
，ｘ∈［１，５］，均匀采

样８０个点作为样本点。分别采用高斯 ＲＢＦ模
型、ＭＱ型ＲＢＦ模型和高斯型Ｋｒｉｇｉｎｇ模型对该测
试函数作近似。

为了验证上述各种代理模型的推广能力，这

里采用增加验证样本点方法。由统计学理论可

知，所增加的验证样本点越多，验证样本点方法对

插值方法推广能力的评价的可信度越高。这里为

验证能量函数的有效性，采样足够多４０个验证样
本点，采用误差函数为平均绝对值误差Ａｖｅｅｒ、均
方根误差ＲＭＳＥ、误差复相关系数Ｒ２，其表达式如
右：

Ａｖｅｅｒ＝
∑
Ｎｖ

ｉ
ｆｉ－珋ｆｉ
Ｎｖ

（１７）

ＲＭＳＥ＝
∑
Ｎｖ

ｉ
（ｆｉ－珋ｆｉ）

２

Ｎ槡 ｖ
（１８）

Ｒ２ ＝１－
∑
Ｎｖ

ｉ＝１
（^ｆｉ－珋ｆｉ）

２

∑
Ｎｖ

ｉ＝１
（ｆｉ－珋ｆｉ）

２

（１９）

同时分别计算各种代理模型的能量函数，能

量函数和验证样本点误差结果，如表２所示。

表２　增加验证样本点方法测试误差
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅｖａｌｕａｔｅｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

函数 代理模型 Ｅｎｅｒｇｙ Ａｖｅｅｒ ＲＭＳＥ Ｒ２

Ｆｕｎ１

高斯ＲＢＦ ００８６４７ ５９０９２ｅ－００４ ８３８１６ｅ－００４ ０９９９６

ＭＱ型ＲＢＦ ０１０４２５ ０００１１ ０００１４ ０９９９０

高斯Ｋｒｉｇｉｎｇ ００６３５ ４６６７７ｅ－００４ ７１４９３ｅ－００４ ０９９９８

　　从表２可以看出：无论是评价绝对值误差、均
方根误差，还是误差复相关系数，高斯型 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型均较优，说明高斯型Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的推广能力
较好，这从图２的插值效果图也可以得出相应的
结论。从能量函数也可以看出：高斯型Ｋｒｉｇｉｎｇ能
量相对更小，这表明一维能量函数评价插值方法

的推广能力具有有效性。另外从表２中可以看
出，能量函数评价准则不同于 Ｒ２等误差评价函
数，单一的能量函数没有确定的意义；能量函数只

有在比较的过程中才有意义，在比较过程中能量

函数越小，则推广能力越强。

３　能量函数的推广

３１　高维能量函数的推导

从一维能量函数归一化后的表达式 ｖξ ＝

∫
ｌ

０
（
１
ρ
）２ｄｌ可知，能量函数的本质是曲率的曲线积

分。为此下面作以下推广。

定义 ２　 高维问题的能量函数 （Ｈｉｇｈ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＥｎｅｒｇｙＦｕｎｃｔｉｏｎ）为插值代理模型的

曲率平方对高维曲面的积分。

ｖξ＝∫
σ

０
（
１
ρ
）２ｄσ　　　　　　　　　

＝∫
σ

∑
ｎ∈Ｎ
ｆ″ｎｎ＋ ∑

ｎ，ｍ∈Ｎ，ｎ≠ｍ
２ｆ″ｎｍ

（１＋∑
ｎ∈Ｎ
ｆ′２ｎ）









３
２

２

ｄσ（２０）

其中，σ为高维曲面，ｎ为变量，Ｎ为变量数量。
以二维情况为例：

ｖξ＝∫
ｓ

０
（
１
ρ
）２ｄｓ＝ｓ

ｆ″
（１＋ｆ′２）[ ]３

２

２

（１＋ｆ′２）
１
２ｄｘｄｙ

（２１）
进一步可以化为

ｖξ＝
ｓ

ｆ″ｘｘ＋ｆ″ｙｙ＋２ｆ″ｘｙ
（１＋ｆ′２ｘ＋ｆ′

２
ｙ）

[ ]３
２

２

（１＋ｆ′２ｘ＋ｆ′
２
ｙ）

１
２ｄｘｄｙ

＝
ｓ

（ｆ″ｘｘ＋ｆ″ｙｙ＋２ｆ″ｘｙ）
２

（１＋ｆ′２ｘ＋ｆ′
２
ｙ）

５
２
ｄｘｄｙ （２２）

该二维问题的数值计算有一阶偏导数、二阶

偏导数、二阶交叉偏导数等，其中一阶和二阶偏导

数的数值计算与一维情况相同。下面介绍二阶交

叉偏导数的数值计算过程：

·３３·
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ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝
ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）
ｘ

＝
ｆ′ｘ（ｘ，ｙ＋ｄｙ）－ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）

ｄｙ

＝
ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）
ｘ

＝
ｆ′ｙ（ｘ＋ｄｘ，ｙ）－ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）

ｄｘ
（２３）

为了验证能量函数对评价高维问题的推广能

力的有效性，下面以二维能量函数为例，采用二维

测试函数进行测试。

３２　二维能量函数测试

测试函数 ２：Ｈａｕｐｔ函数，Ｈａｕｐｔ函数属于高
度非线性函数，且有多个极点，其函数形式如下：

ｙ（ｘ１，ｘ２）＝ｘ１ｓｉｎ（４ｘ１）＋１１ｘ２ｓｉｎ（２ｘ２），
ｘ１，ｘ２∈［０，３］ （２４）

其函数图像如图３（ａ）所示。
下面分别采用上一节中的基于不同插值基函

数的ＲＢＦ模型和不同相关函数的 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型，
均匀采样１０×１０＝１００个样本点，得到插值效果
如图３（ｂ）～图３（ｄ）所示。

（ａ）Ｈａｕｐｔ函数真实图形

（ｂ）Ｈａｕｐｔ函数ＧｕａｓｓＲＢＦ插值图形

（ｃ）Ｈａｕｐｔ函数ＭＱＲＢＦ插值图形

（ｄ）Ｈａｕｐｔ函数ＧｕａｓｓＫｒｉｇｉｎｇ插值图形

图３　二维函数插值效果图
Ｆｉｇ．３　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

　　分别计算以上各种插值函数的能量函数。为
了验证各种代理模型的推广能力，下面同样采用

增加验证样本点方法对插值效果进行校验。为了

使验证的可信度更高，这里采样大量验证样本点：

均匀采样５０×５０个验证样本点，结果如表 ３所
示。

从表３可以看出，采用高斯型 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型，
无论是均方根误差、最大值误差，还是误差复相关

系数，都较优。从能量函数也可以看出：高斯型

Ｋｒｉｇｉｎｇ能量相对更小。再从两个插值基函数所
得的插值效果图与原函数图形相比，也可以看出

采用高斯型 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型对原函数的近似效果较
好。为此可以得出：二维能量函数评价二维插值

问题的推广能力的方法也具有有效性。

·４３·
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表３　验证样本点方法的测试误差和能量函数
Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅｖａｌｕａｔｅｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

函数 代理模型 Ｅｎｅｒｇｙ Ａｖｅｅｒ ＲＭＳＥ Ｒ２

Ｆｕｎ２

高斯ＲＢＦ １０４６８２９ ０００６１ ０００８５ １００００

ＭＱ型ＲＢＦ ２２１５４３０ ０３３６７ ０５１８９ ０９１７３

高斯Ｋｒｉｇｉｎｇ １０３７７０７ ０００２０ ０００３９ １００００

倒数平方Ｋｒｉｇｉｎｇ １１６７３２５ ０００７８ ００１３７ ０９９９９

４　结束语

本文从统计学习理论的推广能力的界理论，

分析了影响插值型代理模型的推广能力的主要因

素，通过评价函数的振荡剧烈特性来评价插值型

代理模型的推广能力。从一维物理问题的能量归

一化得到一维问题的能量函数形式，再基于对该

能量函数的特性分析，对其作高维推广，分别就一

维和二维问题的能量函数采用测试函数进行测

试，并采样足够样本点验证能量函数的有效性。

测试结果表明，能量函数在评价插值代理模型的

推广能力上是有效的。采用能量函数方法测试插

值问题的推广能力，其最大的优点在于不需要增

加验证样本点，只需要基于现有样本点构造插值

代理模型，并计算能量函数即可。这种方法对于

采样代价相当巨大的高精度学科分析模型，具有

显著的优势。
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