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基于优化算法的 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床各轴
运动方程及其对齿面误差的影响



唐进元，王智泉，李友元
（中南大学 机电工程学院，湖南 长沙　４１００８３）

摘　要：以Ｎｏ．１１６铣齿机为例，通过推导传统摇台型机床、Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床中的坐标变换矩阵，根据运
动等效转换的原则，应用最小二乘优化原理，用多项式拟合出Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床各轴的运动方程。通过算例分
析，传统摇台型机床与Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床中的坐标变换矩阵高度吻合，用各轴运动方程在ＣＡＴＩＡ软件中虚拟加
工出的螺旋锥齿轮齿面与理论齿面上的点的距离在０００９ｍｍ以内，且该值可控制在０００００１ｍｍ以内，验证
了该转换方法的正确性。在此基础上，分析了Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床各轴运动误差对齿面误差的影响，发现Ｂ轴为
对齿面影响最大的轴，为提高Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的制造精度提供了部分理论依据。
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　　螺旋锥齿轮是实现相交轴运动传递的基础元
件，具有重合度大、传动平衡、承载能力高等优点，

在汽车、直升机、潜艇及其它工程机械上有着越来

越广泛的应用。随着Ｇｌｅａｓｏｎ公司生产的Ｐｈｏｅｎｉｘ
系列机床的问世，全数控机床加工螺旋锥齿轮齿

面的优势已是不言而喻。与传统摇台型机床相

比，全数控机床能实现六轴五联动，是一种高效的

万能数控机床，也称为Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床。但由于
Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的展成运动不明显，如何将传统
摇台型机床中刀具相对工件的运动等效转换到

Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床中，是螺旋锥齿轮数字化制造的
关键问题。带刀倾机构的传统摇台型机床（以

Ｎｏ．１１６铣齿机为例）向 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的运动
转换是 Ｇｌｅａｓｏｎ等公司的商业机密与核心技术。
基于 Ｌｉｔｖｉｎ在 ＮＡＳＡ报告中阐述的基本理论［１］，

国内学者进行了相应研究［２－５］，取得了较大的进

展。王小椿等［２］在齿面参考点进行转换，通过高

阶科氏加速度方法研究了传统机床向 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ
型机床的模型转换问题；魏冰阳［３］在 Ｌｉｔｖｉｎ的基
础上推导了传统摇台型机床向 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床
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的显式转换公式，但此法仅对无刀倾机构的展成

法有效；张威［４］在文献［２］基础上，基于矢量旋转
方法，通过矩阵导数理论对麦克劳林公式中的导

数进行近似求解替代，近似得到刀倾法加工时各

轴的运动方程，这种方法由于需要对转换方程中

的导数进行近似求解而带来原理性误差，因此不

能实现高精度的等效转换。综合而言，上述已有

方法计算过程复杂，精度受限。Ｓｈｉｈ［６］等以长幅
外摆线等高齿锥齿轮的加工为研究对象，得到

Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床各轴的运动多项式，并分析了各
多项式低阶参数变化对齿面形状的影响，通过反

调以实现齿面修形。

１　传统摇台型机床向Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床
运动等效转换

　　从传统摇台型机床向 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的运
动等效转换，原则是保证刀具相对工件的相对位

置和姿态在任意时刻都相同，即转换过程中，第一

要保证刀盘轴线和工件轴线的夹角不变，第二要

保证工件轴线相对于工件轴线的位置不变。传统

摇台型机床和 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床下相同坐标系用
Ｓ（Ｇ）、Ｓ（Ｃ）以示区别，则上述原则可用如下两个等
式来描述：

Ｌｐｔ
（Ｇ）＝Ｌｐｔ

（Ｃ） （１）

ＯｔＯｐ
（Ｇ）＝ＯｔＯｐ

（Ｃ） （２）
Ｌｐｔ为方向转换矩阵，ＯｔＯｐ为位置矢量。式

（１）保证刀盘轴线和工件轴线的夹角相等，式（２）
保证两者的相对位置保持不变。

图１　Ｎｏ．１１６铣齿机的坐标系
Ｆｉｇ．１　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆＮｏ．１１６ｇｅａｒｇｅｎｅｒａｔｏｒ

１１　求解Ｌｐｔ
（Ｇ）和ＯｔＯｐ

（Ｇ）

根据Ｎｏ．１１６铣齿机的结构，建立如图１所示

的坐标系，其中γｍ是机床安装角，Ｉｘ是刀倾转角，
Ｊ是刀转角，β是偏心转角，Ｑ是摇台角，Ｅ１是垂
直轮位，ＸＢ是床位，Ｘ１是水平轮位，Ｋ２是偏心距
（１１１１２５ｍｍ），θ１是摇台摆角，从刀盘到工件的
坐标变换矩阵Ｍｐｔ

（Ｇ）可由式（３）求得
Ｍｐｔ

（Ｇ）＝Ｍｐｄ·Ｍｄｅ·Ｍｅｇ·Ｍｇｙ·Ｍｙｏ·Ｍｏｋ·Ｍｋｌ·Ｍｌｓ
（３）

各变换矩阵分别为

Ｍｌｓ＝

１－（１－ｃｏｓＩｘ）ｃｏｓ
２１５° ｓｉｎＩｘｃｏｓ１５° （１－ｃｏｓＩｘ）／４ ０

－ｓｉｎＩｘｃｏｓ１５° ｃｏｓＩｘ ｓｉｎＩｘｓｉｎ１５° ０

（１－ｃｏｓＩｘ）／４ －ｓｉｎＩｘｓｉｎ１５° １－（１－ｃｏｓＩｘ）ｓｉｎ
２１５° ０











０ ０ ０ １

Ｍｋｌ＝

ｃｏｓＪ －ｓｉｎＪ ０ ０
ｓｉｎＪ ｃｏｓＪ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｍｏｋ＝

ｃｏｓβ ｓｉｎβ ０ －Ｋ２ｃｏｓβ
－ｓｉｎβ ｃｏｓβ ０ Ｋ２ｓｉｎβ
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｍｙｏ＝

ｃｏｓＱ ｓｉｎＱ ０ Ｋ２ｃｏｓＱ

－ｓｉｎＱ ｃｏｓＱ ０ －Ｋ２ｓｉｎＱ

０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｍｇｙ＝

ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１ ０ ０

ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１ ０ ０

０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｍｅｇ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ Ｅ１
０ ０ １ －ＸＢ











０ ０ ０ １

Ｍｄｅ＝

ｃｏｓγｍ ０ －ｓｉｎγｍ －Ｘ１ｃｏｓγｍ
０ １ ０ ０
ｓｉｎγｍ ０ ｃｏｓγｍ －Ｘ１ｓｉｎγｍ











０ ０ ０ １

Ｍｐｄ＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓφｐ ｓｉｎφｐ ０

０ －ｓｉｎφｐ ｃｏｓφｐ ０











０ ０ ０ １

Ｌｐｔ
（Ｇ）是Ｍｐｔ

（Ｇ）的３×３阶方向变换矩阵。令
Ｌｐｔ

（Ｇ）＝ａｉｊ（ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３） （４）

位置向量ＯｔＯｐ
（Ｇ）可由下式求得

ＯｔＯｐ
（Ｇ）＝－Ｍｐｔ

（Ｇ）［０，０，０，１］′ （５）

·５６·
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将各已知矩阵代入式（５），可求得向量表达式为
ＯｔＯｐ

（Ｇ）＝ ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ[ ]４′ （６）
其中

ｂ１＝－ｃｏｓγｍ（ｃｏｓθ１（－Ｋ２ｃｏｓＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｓｉｎＱｓｉｎβ＋
Ｋ２ｃｏｓＱ）－ｓｉｎθ１（Ｋ２ｓｉｎＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｃｏｓＱｓｉｎβ－
Ｋ２ｓｉｎＱ））－ＸＢｓｉｎγｍ＋Ｘ１

ｂ２＝ －ｓｉｎφｐｓｉｎγｍ （ｃｏｓθ１ （－Ｋ２ｃｏｓＱｃｏｓβ＋
Ｋ２ｓｉｎＱｓｉｎβ＋Ｋ２ｃｏｓＱ）－ｓｉｎθ１（Ｋ２ｓｉｎＱｃｏｓβ
＋Ｋ２ｃｏｓＱｓｉｎβ－Ｋ２ｓｉｎＱ））－ｃｏｓφｐ（ｓｉｎθ１（－
Ｋ２ｃｏｓＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｓｉｎＱｓｉｎβ＋Ｋ２ｃｏｓＱ）＋ｃｏｓθ１
（Ｋ２ｓｉｎＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｃｏｓＱｓｉｎβ－Ｋ２ｓｉｎＱ））－
Ｅ１ｃｏｓφｐ＋ＸＢｓｉｎφｐｃｏｓγｍ

ｂ３＝ －ｃｏｓφｐｓｉｎγｍ （ｃｏｓθ１（－Ｋ２ｃｏｓＱｃｏｓβ＋
Ｋ２ｓｉｎＱｓｉｎβ＋Ｋ２ｃｏｓＱ）－ｓｉｎθ１（Ｋ２ｓｉｎＱｃｏｓβ
＋Ｋ２ｃｏｓＱｓｉｎβ－Ｋ２ｓｉｎＱ））＋ｓｉｎφｐ（ｓｉｎθ１（－
Ｋ２ｃｏｓＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｓｉｎＱｓｉｎβ＋Ｋ２ｃｏｓＱ）＋ｃｏｓθ１
（Ｋ２ｓｉｎＱｃｏｓβ＋Ｋ２ｃｏｓＱｓｉｎβ－Ｋ２ｓｉｎＱ））＋
Ｅ１ｓｉｎφｐ＋ＸＢｃｏｓφｐｃｏｓγｍ

ｂ４＝－１
１２　求解Ｌｐｔ

（Ｃ）和ＯｔＯｐ
（Ｃ）

根据Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的结构，建立图２所示
的Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的坐标系。Ｘ、Ｙ、Ｚ三轴的运
动方程分别为 ｘｍ、ｙｍ、ｚｍ，Ａ、Ｂ、Ｃ三轴的旋转角
度分别为ψ、φ、μ。

图２　Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床的坐标系
Ｆｉｇ．２　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆＦｒｅｅｆｏｒｍｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ

从刀盘到工件的坐标变换矩阵Ｍｐｔ
（Ｃ）为

Ｍｐｔ
（Ｃ）＝Ｍｐｄ（ψ）·Ｍｄｅ·Ｍｅｍ（φ）·Ｍｍｈ·Ｍｈｔ（μ）

（７）
式（７）中各矩阵的表达式分别为

Ｍｈｔ（μ）＝

ｃｏｓμ －ｓｉｎμ ０ ０
ｓｉｎμ ｃｏｓμ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

　Ｍｍｈ＝

１ ０ ０ ｘｍ
０ １ ０ ｙｍ
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｍｅｍ（φ）＝

ｃｏｓφ ０ ｓｉｎφ －ｚｍ·ｓｉｎφ
０ １ ０ ０
－ｓｉｎφ ０ ｃｏｓφ －ｚｍ·ｃｏｓφ











０ ０ ０ １

Ｍｄｅ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

　Ｍｐｄ（ψ）＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓψ ｓｉｎψ ０
０ －ｓｉｎψ ｃｏｓψ ０











０ ０ ０ １

Ｌｐｔ
（Ｃ）是Ｍｐｔ

（Ｃ）的３×３阶方向变换矩阵。

Ｌｐｔ
（Ｃ）＝

ｃφ·ｃμ －ｃφ·ｓμ ｓφ
－ｓψ·ｓφ·ｃμ＋ｃψ·ｓμ ｓψ·ｓφ·ｓμ＋ｃψ·ｃμ ｓψ·ｃφ
－ｃψ·ｓφ·ｃμ－ｓψ·ｓμ ｃψ·ｓφ·ｓμ－ｓψ·ｃμ ｃψ·ｃ









φ

（８）
式中：ｃｏｓ＝ｃ，ｓｉｎ＝ｓ。

ＯｔＯｐ
（Ｃ）是刀盘坐标系原点相对工件坐标系

原点的位置矢量，可由下式求得

ＯｔＯｐ
（Ｃ）＝－Ｍｐｔ

（Ｃ）［０，０，０，１］′ （９）
将已知矩阵代入式（９），可求得

ＯｔＯｐ
（Ｃ）＝

－ｃｏｓφ·ｘｍ＋ｓｉｎφ·ｚｍ＋Ｘ１
ｓｉｎψ·ｓｉｎφ·ｘｍ－ｃｏｓψ·ｙｍ＋ｓｉｎψ·ｃｏｓφ·ｚｍ
ｃｏｓψ·ｓｉｎφ·ｘｍ＋ｓｉｎψ·ｙｍ＋ｃｏｓψ·ｃｏｓφ·ｚｍ











－１

（１０）

１３　两种机床的运动等效转换

对于刀倾法加工小轮，从刀盘坐标系到工件

坐标系的坐标变换较复杂。式（１）是一个包含三
个变量、九个方程的非线性超静定方程组，不能用

解析法求得各轴的运动方程。对于此类超定非线

性方程组，常用最小二乘法来求解［７－８］。

首先建立目标函数：

ｈ＝Ｌｐｔ
（Ｃ）－Ｌｐｔ

（Ｇ）

Ｈ＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｈ２{
ｉｊ

（１１）

因为函数 ｈｉｊ（μ，φ，Ψ）（ｉ，ｊ＝１，２，３）是 μ、φ、
Ψ的正、余弦函数的复合表达式，（μ，φ，Ψ）∈
Ｒｎ，满足最小二乘解存在的条件。对目标函数进
行最小二乘计算，求得 Ａ、Ｂ、Ｃ三轴各时刻的位
置。再根据式（２）求解三元线性方程组，可得 Ｘ、
Ｙ、Ｚ三轴各时刻的位置。用多项式分别进行最小
二乘拟合，得到各轴运动方程ψ（ｔ）、φ（ｔ）、μ（ｔ）、
ｘｍ（ｔ）、ｙｍ（ｔ）、ｚｍ（ｔ）。

２　算例分析

以在Ｎｏ．１１６铣齿机上用刀倾法加工小轮为例
验证方法的正确性。轮坯参数及调整卡见表１。

·６６·
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由上节所述方法，以加工小轮凸面为例，求得 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｘ、Ｙ、Ｚ各轴各时刻位置，如图３、图４。

图３　μ、φ、Ψ的离散数据（凸面加工）
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｃｒｅｔｅｄａｔａｏｆμ，φ，Ψｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｘ

图４　ｘｍ、ｙｍ、ｚｍ的离散数据（凸面加工）
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｃｒｅｔｅｄａｔａｏｆｘｍ，ｙｍ，ｚｍｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｘ

表１　小轮主要几何参数及调整卡
Ｔａｂ．１　Ｍａｊｏｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｓｕｍｍａｒｙｆｏｒｐｉｎｉｏｎ

参数 凹面（外刀） 凸面（内刀） 单位

垂直轮位Ｅ１ ２９１２（下） ４２６２（下） ｍｍ

水平轮位Ｘ１ －７９８（进） ９７６（退） ｍｍ

床位ＸＢ １７０８（退） ２２６１（退） ｍｍ

机床安装角γｍ －２°００′ －３°５９′

刀尖半径Ｒ １４２７６ １６４４７ ｍｍ

刀尖圆角半径ｒ ２５９ ２５９ ｍｍ

齿形角（α） ２０°００′ ２５°００′

偏心角β ８１°５４′ １０２°０６′

摇台角Ｑ １１２°１２′ １０４°５６′

刀倾转角Ｉｘ －１１５°３９′ －１２６°０７′

滚比ｉ０ ６３３９１２ ７２６７２１

外锥距Ｌ１ ２１０ ｍｍ

内锥距Ｌ２ １４０ ｍｍ

面锥角δｆ １３°４３′

根锥角δａ ９°３８′

　　由于Ｃ轴不参与联动，不必要拟合 Ｃ轴的运
动方程，只拟合出五轴的运动方程：

φ＝０４６０６９４ｅ－５·ｔ５ －０１０１２７７ｅ－１·ｔ４ ＋
０１２２７５１ｅ－１· ｔ３ ＋０１１１４４７· ｔ２ －
０６７９９３０ｅ－１·ｔ＋２９８７６５

ψ＝０５１３７８５ｅ－２·ｔ５ －０３２７８４３ｅ－２·ｔ４ －
０３８４３３９ｅ－１·ｔ３ ＋０３５７０８３ｅ－１·ｔ２ ＋
７４９１０７·ｔ＋３０７３３８

ｘｍ＝－３０７６７８·ｔ５－２６００１２·ｔ４＋２８７９１８·ｔ３

＋３５６２０３·ｔ２－１５８６４８·ｔ－７２３６８６
ｙｍ＝－０３３３２８２·ｔ５＋９１５９９７·ｔ４＋１１５３４４·ｔ３

－８０４９８４·ｔ２－７３０８９３·ｔ＋１１６２５３
ｚｍ＝０９４９５１５ｅ－２·ｔ５＋０２５４６４９·ｔ４＋１５８４３１

·ｔ３－１４４３２８·ｔ２－９４４３１２·ｔ－１３４３３１
将各轴运动方程代入 Ｍｐｔ

（Ｃ），与 Ｍｐｔ
（Ｇ）数值比较，

如式（１２）所示
Ｍ（ＧＣ）＝Ｍｐｔ

（Ｇ）－Ｍｐｔ
（Ｃ） （１２）

图 ５　用各轴运动方程在ＣＡＴＩＡ中虚拟加工出的小轮
Ｆｉｇ．５　Ｐｉｎｉｏｎｍａｎｕｆａｃｔｕｒｅｄｂｙａｘｉｓｍｏｔｉｏｎ
　　 ｆｏｒｍｕｌａｓｉｎｔｈｅｓｏｆｔｗａｒｅｏｆＣＡＴＩＡ

经计算，Ｍ（ＧＣ）各元素最大值在１０－７～１０－６，
说明拟合的效果理想。用文献［９］介绍的方法，
用各轴运动方程在 ＣＡＴＩＡ中虚拟加工出图５所
示的小轮。如图６所示，以小轮凸面为例，虚拟加
工出的齿面与理论齿面点的最大法向距离为

·７６·
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０００９ｍｍ。多次虚拟加工的实验结果表明，当虚
拟加 工 的 进 给 量 更 小 时，该 值 可 控 制 在

０００００１ｍｍ以内，验证了该运动转换方法的正确
性。

图６　虚拟加工出的齿面与理论齿面点的法向误差
Ｆｉｇ．６　Ｎｏｒｍａｌｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃｔｏｏｔｈ

ｓｕｒｆａｃｅａｎｄｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｏｎｅ　

３　各轴运动误差对齿面误差的影响

螺旋锥的数控加工一般要求较高的齿面精

度，由于实际加工过程中工艺系统存在误差，分析

各轴的运动误差对齿面误差的影响，确定对齿面

误差影响大的数控轴，对螺旋锥齿轮的高精度制

造具有一定的指导意义。基于精确的各轴运动方

程，论文对这一问题进行了分析。

对于Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床，假设 Ａ、Ｂ、Ｘ、Ｙ、Ｚ各
轴的运动误差分别为ΔΨ、Δφ、Δｘｍ、Δｙｍ、Δｚｍ，则
包含误差的各轴运动方程可表示为

φ′＝∑
５

ｋ＝０
ａｋｔ

ｋ＋Δφ （１３）

Ψ′＝∑
５

ｋ＝０
ｂｋｔ

ｋ＋ΔΨ （１４）

ｘｍ′＝∑
５

ｋ＝０
ｃｋｔ
ｋ＋Δｘｍ （１５）

ｙｍ′＝∑
５

ｋ＝０
ｄｋｔ

ｋ＋Δｙｍ （１６）

ｚｍ′＝∑
５

ｋ＝０
ｅｋｔ
ｋ＋Δｚｍ （１７）

用含误差的各轴运动方程在 ＣＡＴＩＡ中虚拟
加工小轮，得到含误差的小轮齿面，将其和无误差

的齿面对比，计算两个齿面间的法向误差和齿面

法向误差加权平均值。各项数值如表２所示。

表２　各轴运动误差引起的齿面误差
Ｔａｂ．２　Ｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｃａｕｓｅｄｂｙａｘｉｓｍｏｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

各轴

误差项

各轴运动

误差值

齿面法向

误差／ｍｍ
齿面法向误差

加权平均／ｍｍ

Ｘ轴 ００１ｍｍ ０００６～０００８ ０００７５
Ｙ轴 ００１ｍｍ ０００５～０００７ ０００６４８
Ｚ轴 ００１ｍｍ ０００３～０００３ ０００３
Ａ轴 ００１ ０００３～０００４ ０００３６
Ｂ轴 ００１ ０００９～００１４ ００１０８

４　结 论

本文按照运动等效转换的原则，应用最小二

乘法优化求解了带刀倾机构的传统摇台型机床向

Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机床运动转换后各轴的运动方程，并
用各轴运动方程在ＣＡＴＩＡ中虚拟加工出齿面，以
验证方法的正确性，建立了带运动误差的数控机

床模型。最后，分析了各轴运动误差对齿面法向

误差和形状误差的影响，发现对齿面误差影响最

大的数控轴为 Ｂ轴。本文研究为 Ｆｒｅｅｆｏｒｍ型机
床的研制及螺旋锥齿轮的高精度制造提供了部分

理论基础。
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