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优化拉丁方试验设计方法及其应用
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摘　要：计算机仿真是复杂系统优化的一种有效手段，但需要耗费大量机时，必须严格限制仿真次数。针
对此提出了优化拉丁方试验设计方法，该方法需要较少的仿真次数，且兼顾方案的正交性和均匀性，采用

Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解生成初始解，通过模拟退火算法对拉丁方矩阵进行优化，定义动态权重因子实现正交性与均匀
性的权衡。最后构建了一个实例，通过试验结果证明采用优化拉丁方试验设计方法可以生成具有较好性质的

仿真方案，且仿真次数少。
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　　通过人为控制的试验来研究事物探索其发展
规律，这是广泛应用于科学研究的一个重要手段。

由于安全、成本、时间以及资源的限制，很多时候

物理试验并不可行，于是就用计算机试验代替物

理试验，计算机仿真正越来越多地用到生产制造

和产品优化中。随着设计参数和约束的增加，系

统的仿真模型变得非常复杂，单次仿真需要耗费

大量时间，尤其那些高维非线性的“黑箱”系统，

时间成为制约仿真优化的瓶颈因素，在制定仿真

方案时必须严格限制仿真次数；但从仿真精度上

讲，则要求仿真次数尽可能多，因此存在仿真时间

和仿真精度间的冲突。为了解决这种冲突，需要

合理安排仿真试验。试验设计正是这样的一种方

法，优秀的试验设计能有效降低试验次数，缓解仿

真计算的压力。

试验设计是数理统计学的应用方法之一，它

的主要内容是讨论如何合理地安排试验、取得数

据，然后进行综合的科学分析，从而达到尽快获得

最优方案的目的。本文在对比和分析国内外研究

的基础上，针对仿真优化中存在的仿真时间和仿

真精度之间的冲突，提出了优化拉丁方试验设计

方法，该方法保证仿真点均匀地散布在整个设计

空间，同时考虑了仿真点间的正交性，使仿真方案

具有较好的典型性和代表性。本文首先构建了拉

丁方试验设计的评价体系，然后详细阐述了优化

拉丁方试验设计方法，最后通过实例证明了该方

法的有效性以及其在正交性和稳定性上的优势。

１　拉丁方试验设计的评价体系

拉丁方试验设计（ＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｂｅＳａｍｐｌｉｎｇ，
ＬＨＳ）［１］自１９７９年被提出以来，一直是“充满空
间”设计领域的重要方法，也是当前应用比较广
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泛的方法。本文首先建立了拉丁方矩阵的评价体

系，涵盖了拉丁方试验设计的均匀性和正交性两

个方面。

１１　拉丁方矩阵均匀性的描述

均匀性用以保证试验点在因子空间中的均匀

分散性，确保试验因子的每个水平在试验空间中

都出现，且仅出现相等次数。本文定义了两个均

匀性准则：极大极小距离φｐ，中心化偏差ＣＬ２。
（１）极大极小距离准则φｐ
所谓极大极小准则就是最大化试验点间的最

小距离，ｄ（ｘｉ，ｘｊ）为两个样本点之间的距离，定义

为：ｄ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｄｉｊ＝ ∑
ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｊｋ｜[ ]ｔ １／ｔ，其中 ｔ

＝１或２。对给定的试验设计方案，计算任意两个
试验点之间的距离ｄｉｊ（１≤ｉ，ｊ≤ｎ，ｉ≠ｊ），将这些
距离进行排序，得到距离函数取值列表（ｄ１，ｄ２，
…，ｄｔ）和对应的索引表（Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｔ），ｄｉ表示不
同的距离值，而Ｊｉ是距离满足ｄｉ的点对的个数，ｓ
为 不 同 值 的 个 数，φｐ 准 则 变 为

［２］：φｐ ＝

ｍｉｎ∑ｓ

ｉ＝１
Ｊｉｄｉ[ ]－ｐ １／ｐ，其中ｐ是一个正整数。

（２）中心化偏差准则ＣＬ２
为度量试验点分布的均匀性，引入偏差。令

ｘ＝（ｘ１，…，ｘｓ）′∈Ｃ
ｓ，［０，ｘ）＝［０，ｘ１）×… ×［０，

ｘｓ］为 Ｃ
ｓ中由原点０和 ｘ决定的矩形，令 Ｎ（Ｐｎ，

［０，ｘ））为 Ｐｎ中的点落入到［０，ｘ）中的个数，当
Ｐｎ中的点在 Ｃ

ｓ中散布均匀时，Ｎ（Ｐｎ，［０，ｘ））／ｎ
应与［０，ｘ）的体积 ｘ１，…，ｘｓ接近，将两者的差定
义为Ｄ（ｘ）＝｜Ｎ（Ｐｎ，（［０，ｘ））／ｎ－Ｖｏｌ（［０，ｘ））｜，
称之为点集 Ｐｎ在点 ｘ的偏差。为提高偏差计算
的时效性，采用中心化偏差 ＣＬ２

［３］，具体如式（１）
所示，其中ｘｉｊ为归一化后试验设计矩阵中试验点
的取值。
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１２　拉丁方矩阵正交性的描述

正交性用以保证从全面试验中选出的点的整

齐性，即要求任一因素的诸水平作相同数目的试

验，任意两个因素的水平组合作相同数目的试验。

为描述拉丁方矩阵的正交性，本文定义了最大列

相关系数和矩阵奇异值分解的条件数两个准则。

（１）最大列相关系数ρｍａｘ
根据Ｔａｎｇ［４］的研究发现，基于矩阵列相关性

的设计是一个获取非正交性的重要方式，Ｃｉｐｐａ［５］

采用最大化拉丁方矩阵列的绝对两两相关性得到

正交拉丁方和近正交拉丁方，我们用列相关性来

区别不同设计方式。矩阵列相关性的计算比较简

单，对矩阵Ｘ的列Ｘｉ，Ｘｊ而言，其列相关性可记为

ρｉｊ＝
∑
ｎ

ｂ＝１
［（ｘｉｂ－珋ｘ

ｉ）（ｘｊｂ－珋ｘ
ｊ）］

∑
ｎ

ｂ＝１
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ｉ）２∑
ｎ
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（ｘｊｂ－珋ｘ

ｊ）
槡

２

（２）

最大绝对列相关系数 ρｍａｘ给出了最极端的两
两相关性，可以用来描述拉丁方矩阵的非正交性，

通过最小化 ρｍａｘ就可以控制其它的两两相关性，
其中ρｍａｘ＝ｍａｘｉ≠ｊ｛｜ρｉｊ｜｝，简称为最大列相关系数。

（２）矩阵奇异值分解的条件数
Ｊｉｎ和 Ａｌｅｊａｎｄｒｏ用矩阵的条件数［６－７］来描述

拉丁方矩阵的正交性，且取得了很好的效果。矩

阵奇异值分解的条件数是线性代数中用以描述线

性方程Ａｘ＝ｂ的解对ｂ中的误差或不确定性的敏
感程度，简称条件数，定义为：Ｃｏｎｄ（Ａ）＝ｋ＝
‖Ａ－１‖·‖Ａ‖，其中‖Ａ‖为矩阵范数，且Ｃｏｎｄ
（Ａ）≥１。正交矩阵的条件数为１，奇异矩阵的条
件数为∞，因此矩阵的条件数越大矩阵的正交性
越差。

上述４个准则共同构成了本文 ＬＨＳ矩阵的
评价体系，它们可以从均匀性和正交性两个方面

共同保证仿真方案取点的合理性和科学性。

２　优化拉丁方试验设计方法

拉丁方试验设计将因素按水平竖排成一个随

机矩阵，即拉丁方矩阵，在同一列中任何因素的水

平均无重复。针对随机抽样的不稳定性，出现了：

中心化 ＬＨＳ、对称 ＬＨＳ、列正交 ＬＨＳ以及最优
ＬＨＳ等改进，它们都是就其中某一测度进行的改
进。优化拉丁方试验设计方法采用正交性较好的

初始解，优化时综合考虑拉丁方矩阵的正交性和

均匀性，包括初始解构造和拉丁方矩阵的优化两

个步骤。

２１　初始解的构造

假设一个ｋ因素 ｎ水平的拉丁方试验设计，
如果采用 ｎ×ｋ的随机拉丁方 Ｒｎｋ，则矩阵的每一
列都是１…ｎ的排列，共ｋ列，因此Ｒｎｋ可能的形式
共有Ｃｋｎ！随机拉丁方矩阵正交性很差，作者随机生
成了１００个２０×６的矩阵，超过７０％矩阵的最大

·４７·
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列相关系数ρｍａｘ＞０５，这不但加重了优化算法的
负担，也使优化结果的随机性变大。因此，应该采

用较好的初始解，关键就是要降低矩阵的列相关

性。

对随机拉丁方矩阵Ｒ，计算其任意两列Ｒｉ、Ｒｊ
的相关系数 Ｔｉｊ，构建列相关系数矩阵 Ｔ（采用

Ｓｐｅａｒｍａｎ系数），其中：Ｔｉｊ＝１－
６∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉｌ－Ｒ

ｊ
ｌ）
２

ｎ（ｎ２－１）
。对

矩阵Ｔ而言，所有元素０≤Ｔｉｊ≤１，且 Ｔｉｊ＝Ｔｊｉ，Ｔ是
正定对称矩阵，因此可以对其进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分
解［８］。即需要寻找变换矩阵 Ｓ′，使得 ＳＴＳ′＝Ｉ，其
中Ｓ＝Ｑ－１且Ｔ＝ＱＱ′。

图１　Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解对ＲＬＨ矩阵正交性的改进
Ｆｉｇ．１　ＩｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｏｆＲＬＨ

根据Ｃｈｏｌｅｓｋｙ方法：Ｔ是正定的，因此存在下
三角矩阵Ｌ，使Ｔ＝ＬＤＬ′，其中 Ｄ是一个元素均为
正数的对角矩阵，存在 Ｌ１＝ＬＤ

１／２，且 Ｌ１Ｌ１＝Ｔ，因
此Ｑ＝Ｌ１，Ｓ＝Ｑ

－１＝Ｌ－１１ ＝（ＬＤ
１／２）－１，所以过渡矩

阵可记为：Ｓ′＝ （ＬＤ１／２）( )－１ ′。得到变换矩阵 Ｓ′，
Ｒｎｅｗ＝ＲＳ′，将矩阵 Ｒｎｅｗ每列的元素用元素对应的
水平序列数代替，得到新拉丁方矩阵 Ｒ′，计算 Ｒ′
最大列相关系数，若不满足需求，对 Ｒ′重复进行
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，直至满足需求或不能得到新的矩
阵Ｒｔｒａｎ为止，最终得到正交性较好的ＲＬＨＤ，以此作
为优化拉丁方试验设计方法的初始解。

本文以２０×６的拉丁方矩阵为例，随机生成
２０个ＲＬＨ，然后用上述方法对其进行优化，分析
结果发现：一般矩阵经过４～５次分解即可实现，
且运算效率很高，平均耗时为００５０４ｓ。如图１所
示，Ｒｎｋ经过 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解后正交性得到明显改
进，最大列相关系数显著降低，且稳定性较好（方

差较小）。

２２　拉丁方矩阵的优化

经过Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解后的随机拉丁方矩阵具有

较好的正交性，ＥＳＥ［６］算法生成的Ｅｎｋ具有较好的
均匀性。Ｌｉｕ［９］在 ＥＳＥ算法基础上，以固定权重
因子考虑了正交性和均匀性，实现了多目标优化。

本文的优化拉丁方试验设计方法在Ｌｉｕ的算法基
础上做了进一步的改进：采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解生成
的Ｆｎｋ代替随机拉丁方作为算法的初始解，改变了
算法的权重设置方式，原文中 ｗ＝０５，本文将采
用动态权重因子 ｗ，可以根据需要对其进行调整
而使拉丁方矩阵在正交性或均匀性上有所偏重。

优化拉丁方试验设计方法是在模拟退火算法

（ＳｉｍｕｌａｔｅｄＡｎｎｅａｌｉｎｇ，ＳＡ）基础上实现的，而 ＳＡ
对初始解非常敏感，通过Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解后的Ｆｎｋ具
有很好的正交性，以其作为初始解可以保证解的

正交性ρ，但均匀性φ却无从保证。因此，在初始
迭代过程中应该给予 φ更高的权重，使矩阵的均
匀性迅速得以改善，随着算法不断迭代，φ的权重
逐渐降低，而ρ的权重逐渐增加，保证矩阵的正交
性不退化。定义权重因子：ｗ＝１－ｎ／２Ｎ＋Δ，其中
Ｎ为算法的总迭代次数，ｎ为算法运行时的当前
迭代次数，Δ为一个［－０５，０５］间的可调整常
量，用以控制优化过程中对正交性或均匀性的偏

好，一般取Δ＝０，即认为二者同样重要。但对于
某些非线性系统，正交性更重要些，则 Δ可以取
一个适当的负值，反之取正值。相比 ｗ＝０５的
固定权重因子，这种动态权重因子可以加速算法

的收敛，算法的具体步骤如下述伪码所示。

随机选择一个初始拉丁方 ＬＨＤｉｎｉ，对 ＬＨＤｉｎｉ进行

Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，得到正交性较好的拉丁方矩阵 ＬＨＤｏｒｔ，

并以ＬＨＤｏｒｔ作为算法的初始解；初始化权重因子 ｗ＝１

－ｎ／２Ｎ＋Δ，定义优化准则 ｍｉｎ（Ψ），Ψ＝（１－ｗ）ρ＋
ｗφ，并定义邻域拉丁方ＬＨＤｎｅｉ和优化拉丁方 ＬＨＤｂｅｓｔ，及

其优化准则Ψｎｅｉ，Ψｂｅｓｔ；计算初始解的优化准则 Ψｉｎｉ，且

ＬＨＤｂｅｓｔ＝ＬＨＤｏｒｔ，ＬＨＤｃｕｒ＝ＬＨＤｏｒｔ，ｎ＝０，Ｎ＝２００。

ＲＥＰＥＡＴ
　通过列变换生成当前拉丁方 ＬＨＤｃｕｒ的邻域拉丁方
ＬＨＤｎｅｉ，计算ＬＨＤｎｅｉ对应的优化准则值Ψｎｅｉ

　ＩＦΨｎｅｉ≥Ψｃｕｒ
ＬＨＤｃｕｒ＝ＬＨＤｎｅｉ
　ＩＦΨｃｕｒ≥Ψｂｅｓｔ
　　　ＬＨＤｂｅｓｔ＝ＬＨＤｃｕｒ
　ＥＬＳＥ根据当前退火温度和优化准则的差异以

一定概率接受邻域拉丁方

　　　ＬＨＤｃｕｒ＝ＬＨＤｎｅｉ
　ＥＮＤ
　　　改变当前退火温度，ｎ＋＋

ＵＮＴＩＬ终止条件满足

·５７·
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３　仿真实例与结果分析

三维机械零部件的形状优化是集成制造中经

常遇到的问题，本文以ＣＤ６１４０Ａ型卧式车床的床
身三角形导轨（以下简称导轨）为例，采用优化拉

丁方试验设计方法为其生成仿真方案。导轨结构

的实体模型共１５８个尺寸约束，其中有６个尺寸
为制约模型的全局变量并用作形状优化的设计变

量［１０］，具体参数及其初始值和上下限定义如表１
所示。

表１　仿真参数及其取值范围
Ｔａｂ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｔｈｅｉｒｒａｎｇｅｓ

参数名称 厚度０１ 厚度０２ 深度０１ 高度０１ 高度０２ 厚度０３

初始值（ｍｍ） １９０ ２００ ２００ ８００ １９８０ １３０

上限（ｍｍ） １９０ ２００ ３００ ８００ １９８０ １３０

下限（ｍｍ） １１０ １１０ １５０ ４００ １７００ １１０

　　为使拉丁方矩阵具有较好的正交性，要求其
最大列相关系数 ρｍａｐ＜００５，优化拉丁方试验设
计需要至少１３次试验（ｎ≥１３，通过多次试验证
明），而Ｙｅ的正交拉丁方试验设计需要至少 １７
次试验［１１］，如果采用正交试验设计，其试验次数

将随因素取值水平的变化而变化，设每个因素的

取值水平为 ｎ，则需要的试验次数的最小值为

６（ｎ－１）＋１，当 ｎ＝６时，至少需要３１次试验，ｎ
＝１３时则至少需要７３次试验［３］。若采用均匀设

计，所需要的试验次数会较少，一般等于因素的水

平数，但试验方案的正交性无法保证，因此优化拉

丁方试验设计在试验次数控制上具有明显的优

势。

　　　　　（ａ）三种方法的最大列相关性对比　　　　　　　　　　　　（ｂ）三种方法的条件数对比

　　　　　（ｃ）三种方法的中心化偏差对比　　　　　　　　　　　　　（ｄ）三种方法的Ｆａｉ准则对比
图２　三种方法的对比分析

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｅｏｆｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

　　在算法的执行过程中根据参数的取值情况和 优化精度要求，将每个参数划分为２０个取值水

·６７·
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平，即需要构建６因素２０水平的试验方案。采用
优化拉丁方试验设计生成一个２０×６的拉丁方矩
阵，表示该部件的计算机仿真方案，并且分别利用

上述４个准则对生成的方案进行了评价。为便于
分析，本文还采用 Ｆｌｏｒｉａｎ方法［８］、改进 ＥＳＥ算法
生成仿真方案，并对方案进行了评价，３种方法各
运行５０次，计算结果如图２所示，其中ＣＯＭ为本
文算法。

通过（ａ）图和（ｂ）图可以发现ＣＯＭ方法得到
的矩阵Ｃｎｋ具有较好的正交性。Ｃ

ｎ
ｋ的列相关性和

条件数都明显优于改进 ＥＳＥ方法，但基本与
Ｆｌｏｒｉａｎ方法所得到的结果一致，而且条件数还略
优于Ｆｌｏｒｉａｎ方法，说明在优化过程中正交性并没
有损失。这是因为根据优化准则Ψ＝（１－ｗ）ρ＋
ｗφ，ＳＡ算法在优化过程中向着ｍｉｎ（Ψ）的方向迭
代，ρ的初始值及初始权重１－ω都比较小，因此
在迭代过程中为减小 Ψ算法将着力减小 φ，保持
ρ。

而通过（ｃ）图和（ｄ）图可以发现，Ｃｎｋ取点的
均匀性较之Ｆｌｏｒｉａｎ方法和改进ＥＳＥ方法都好，尤
其相比改进 ＥＳＥ算法，ＣＯＭ方法在 ＬＨＳ矩阵的
中心化偏差 ＣＬ２上有明显改善，说明在均匀性方
面也继承了改进 ＥＳＥ算法的优势。另外需要说
明的是，Ｆｌｏｒｉａｎ方法的计算效率很高，相对于拉
丁方矩阵的优化时间，这个时间可以忽略。因此，

优化拉丁方试验设计方法的时效性与改进 ＥＳＥ
算法基本一致，且解的质量优于ＥＳＥ方法。

４　结 论

本文针对仿真优化中仿真时间与仿真精度的

冲突，提出优化拉丁方试验设计方法，该方法生成

的仿真方案，在尽可能减少仿真次数的同时还保

证仿真点的质量。本文首先构建了拉丁方矩阵的

评价体系，包括正交性和均匀性两个方面共４个
评价准则，然后详细论述了优化拉丁方试验设计

方法。该方法首先通过Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解获取正交性
较好的拉丁方矩阵作为初始解，采用 ＳＡ算法作
为优化主体控制搜索过程，构造了与算法迭代过

程相关的动态权重因子，并且通过调整 Δ因子可

以体现不同设计偏好，保证生成的仿真方案具有

较好的正交性和均匀性。最后，通过仿真算例对

优化拉丁方试验设计方法进行了检验，试验结果

证明本方法可以有效控制试验次数，且仿真方案

的综合属性较优。当问题规模变大时，算法的求

解效率将降低，这将是本文需要进一步改进的方

向。
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