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ｌ阶链式积分器型多智能体实现平均一致的时延相关 ＬＭＩ判据
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摘　要：针对ｌ阶链式积分器型多智能体平均一致性问题，给出联合连通拓扑条件下 ＬＭＩ表示的时延相
关稳定判据。利用状态分解思想，将收敛条件转化为判断不一致系统零平衡点的稳定性；考虑存在多个时变

通信时延的情况，采用构造公共的 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函的方式来分析系统稳定性，为获得较低保守性判
据，在主要结论中引入了自由权矩阵思想；最后，经过降阶处理并判断相应的ＬＭＩｓ可行解的存在性，可获得多
智能体实现平均一致所允许的最大通信时延。数值实例和仿真实验表明方法的有效性。与已有文献相比，该

稳定判据具有保守性低、求解形式简单、适用更广的时变时延范围等特点，对于分析和讨论复杂网络条件下多

智能体平均一致性问题具有一定的指导意义。
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　　近年来，多智能体一致性理论已逐渐成为多
机器人系统协调领域中的研究热点之一，其基本

任务是基于多个智能体可能相冲突的输入信息，

采用一致性协议协调多智能体系统产生一致的公

共输出，并且在理论上证明达到一致所需协调次

数的上界和下界相同。由于一致性理论具有无中

心控制、局部信息交换的特点，多智能体系统可通

过简单的行为协调即可涌现出整体的自治行为，

因此受到了学术界的极大关注。目前为止，一致

性理论已在多机器人系统编队控制［１］、蜂拥［２］和

聚集［３］、信息融合［４］、协同决策［５］以及耦合振荡

器同步［６］等领域得到了广泛应用。

但在很多应用中，由于智能体移动、通信拥塞

或传输距离受限等因素的存在，研究一致性问题

时不得不考虑时延对系统收敛性能的影响。目前

已有大量文献［７－１５］研究具有通信时延的多智能

体系统实现一致的收敛条件，大体分为频域和时

域两种分析方法。在频率分析方法中，Ｓａｂｅｒ和
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Ｍｕｒｒａｙ讨论了含有对称、常数时延情况下无向多
智能体网络的平均一致性问题［７］，并利用

Ｇｅｒｓｇｏｒｉｎ圆盘定理给出系统实现一致的充要条
件。进一步，文献［８］将这一结果作了推广，研究
了对称时变时延和非对称时变时延情况下多智能

体一致收敛的稳定判据。尽管上述频域方法能够

给出系统实现一致所允许通信时延上界的解析表

达，但该方法通常仅适用于固定拓扑结构，这是因

为分析动态拓扑结构需要寻找公共的／多个
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，而事实上这是十分困难的［１４］；在

时域分析方面，Ｗａｎｇ和 Ｓｌｏｔｉｎｅ基于压缩理论和
波形变量设计方法构造了 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函
数，并以此给出了对称加权无向连通网络的稳定

判据［１０］。由 于 Ｍａｔｌａｂ等 数 学 工 具 在 求 解
ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数存在性条件的优势，文献
［１１，１３］采用ＬＭＩ方法分别讨论了无向和有向多
智能体网络所允许的最大通信时延上界，由于这

一类方法给出的稳定判据都是充分条件，因此在

判据的保守性方面仍存在进一步改善的可能。此

外，还有一些文献探讨了含有时延情况下一致性

的相关问题，如输入时延［１４］、离散系统［１５－１６］以及

联合连通拓扑［１７］等等。总的来说，现有方法主要

围绕一阶和二阶模型展开讨论，只有少量文献涉

及无通信时延条件下的高阶模型［１８－１９］，而对具有

通信时延条件下的高阶链式积分器模型目前还未

进行讨论。在实际应用中，多种类型的机器人平

台［２０］均可描述为高阶链式积分器型模型，因此，

该问题的研究使得多智能体一致性协调方法逐渐

走向实际应用，并对网络约束条件下的多机器人

系统协调问题具有一定的指导意义。

本文针对一类具有ｌ阶链式积分器型的多智
能体系统，讨论具有多个通信时延情况下实现平

均一致的ＬＭＩ稳定判据。与已有文献相比较，本
文重点探索了弱连通（联合连通）情况下的多智

能体平均一致性，并且在构造ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函中引入了自由权矩阵［２１］思想，所得稳定判

据具有保守性低、求解形式简单、适用更广的时变

时延范围等特点。另外，本文主要结论同样适用

于低阶积分器型多智能体模型。

为研究方便，文中的符号★表示对称矩阵中
的对称部分，Ｄ＞０表示矩阵 Ｄ是正定的，１表示
适当维向量［１，１，…，１］Ｔ，符号为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ乘
积。

１　数学基础

１１　图论

通常，多智能体间的交互关系可以由一个加

权的有向图 Ｇ＝（γ，ε，Ａ）来描述。其中，γ ＝
｛υ１，… ，υｎ｝为图的节点集，且节点序号属于有
限集合Ｉ＝｛１，２，… ，ｎ｝，εγ×γ为图的边集，
（υｉ，υｊ）表示图的边。受通信距离限制，节点 υｉ只
能与其紧邻节点进行交互，其紧邻节点的集合定

义为Ｎｉ＝｛υｊ∈γ：（υｉ，υｊ）∈ε｝。这种通信拓扑
关系可由邻接矩阵Ａ＝［ａｉｊ］描述，其非负元素 ａｉｊ
的取值与图中的边相对应。例如，（υｉ，υｊ）∈γ
ａｉｊ＞０。假定，ｉ∈Ｉ，ａｉｊ＝０。若对于任意 ｉ，ｊ∈Ｉ
且ｉ≠ｊ，有ａｉｊ＝ａｊｉ成立，则有向图转变为无向图。
可见，无向图为有向图的一种特例情况。令 ｘｉ∈
Ｒ为节点υｉ的状态值（如位置或温度等信息），那
么，节点υｉ和 υｊ状态达成一致当且仅当 ｘｉ＝ｘｊ。
多智能体所有节点实现一致当且仅当对于所有ｉ，
ｊ∈Ｉ，ｉ≠ｊ，ｘｉ＝ｘｊ成立。此时，该一致值称为群决
策值［７］。

１２　相关定义和引理

下面，在给出主要结论前，介绍几个相关定义

和引理。

定义１　强连通（Ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄ）［７］如果
图Ｇ＝（γ，ε，Ａ）中每个节点与其它任意节点间存
在一个有向路径，则该图是强连通的。

定义２　联合连通（Ｊｏｉｎｔｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄ）［１７］考
虑一组子图集合｛Ｇ１，Ｇ２，…，ＧＮｓｓ｝且每个子图均
具有相同的节点集 γ，那么它们可以等价的看作
为一个具有节点集 γ和边集为所有子图边集之
和的联合图Ｇｕｎｉｏｎ。如果联合图 Ｇｕｎｉｏｎ是强连通的
（无向图是连通的），那么称这组子图｛Ｇ１，Ｇ２，…，
ＧＮｓｓ｝则是联合连通的。

定义３　平衡图（ＢａｌａｎｃｅｄＧｒａｐｈ）［７］有向图
Ｇ＝（γ，ε，Ａ）中的节点 υｉ是平衡的，当且仅当它
的入度和出度相等，如ｄｅｇｏｕｔ（υｉ）＝ｄｅｇｉｎ（υｉ）。如
果图Ｇ＝（γ，ε，Ａ）是平衡的，当且仅当它的所有

节点是平衡的，或者满足∑
ｊ
ａｉｊ＝∑

ｊ
ａｊｉ，ｉ∈Ｉ。

引理１［７］　如果多智能体系统的通信拓扑结
构是强连通的，则它的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵满足：（１）
ｒａｎｋ（Ｌ）＝ｎ－１；（２）０为其中一个特征值，且１ｎ
是相应特征向量；（３）其余ｎ－１个特征值都具有
正实部。如果通信拓扑结构为无向图，则它们为

·４８·
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正实数。

引理２　针对完全连通图的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵
ｎ－１ －１ … －１
－１ ｎ－１ … －１
   

－１ －１ … ｎ











－１ｎ×ｎ

若定义Ｅｃκ为κ（≤ｎ－１）个非零特征值所对
应特征向量所组成的矩阵。那么，对于给定任意

半正定矩阵Ｆ∈Ｒｎ×ｎ，则有ＥＴｃκＦＥｃκ＝槇Ｆ成立。其

中，槇Ｆ≥０且 槇Ｆ∈Ｒκ×κ。

２　问题描述

本文将讨论连续时间域下ｌ阶链式积分器型
的多智能体系统在通信时延情况下平均一致性问

题，选择智能体模型为［１８］

　
ｘ（０）ｉ （ｔ）＝ｘ

（１）
ｉ （ｔ），…，ｘ

（ｌ－２）
ｉ （ｔ）＝ｘ（ｌ－１）ｉ （ｔ），

ｘ（ｌ－１）ｉ （ｔ）＝ｕｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ
（１）

其中，ｘ（ｋ）ｉ （ｔ）为智能体的第 ｋ阶状态，ｕｉ（ｔ）为一
致性协议。

考虑存在多个通信时延，多智能体系统采用

如下一致性协议

ｕｉ（ｔ）＝－∑
ｌ－１

ｐ＝１
βｐｘ

（ｐ）
ｉ －∑

ｍ

ｑ＝１
∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｔ）β０［ｘ
（０）
ｊ （ｔ

－τｑ（ｔ））－ｘ
（０）
ｉ （ｔ－τｑ（ｔ））］

（２）
其中，一致性协议系数项 βｐ，ｐ＝０，１，．．ｌ－１为正
常数，τｑ（ｔ）为第ｑ个通信时延，ｑ∈｛１，２，…，ｍ｝。
为方便讨论，将式（２）代入式（１），则多智能体系
统可描述为如下系统方程形式

ｘ（ｔ）＝（ＨＩｎ）ｘ（ｔ）＋∑
ｍ

ｑ＝１
（ΓＬσｑ）ｘ（ｔ－τｑ（ｔ））

（３）
其中，状态向量为 ｘ（ｔ）＝［ｘＴ１（ｔ），…，ｘ

Ｔ
ｎ（ｔ）］

Ｔ，

ｘｉ（ｔ）＝［ｘ
（０）
ｉ （ｔ），…，ｘ

（ｌ－１）
ｉ （ｔ）］Ｔ，ｉ∈Ｉ；Ｌσｑ为连续

切换信号σ（ｔ）：［０，∞］｛１，２，…，Ｎｓｓ｝所决定的
具有第 ｑ个时延的通信拓扑所对应的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
矩阵（若定义 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵为 Ｌ＝［ｌｉｊ］，则 ｌｉｉ＝

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ，ｌｉｊ＝－ａｉｊ，ｉ≠ｊ）。系数项矩阵分别为 Ｈ＝

０ Ｉｌ－１
０ －[ ]βｌ×ｌ

，Γ＝
０ ０
－β０[ ]０ｌ×ｌ

，β＝［β１，…βｌ－１］。

如果多智能体系统实现平均一致，当且仅当

式（４）和（５）同时成立。
ｌｉｍ
ｔ∞
‖ｘ（ｋ）ｉ （ｔ）－ｘ

（ｋ）
ｊ （ｔ）‖＝０，　ｉ，ｊ∈Ｉ

（４）

ｌｉｍ
ｔ∞
ｘ（０）ｉ （ｔ）＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ（０）ｉ （０），ｌｉｍｔ∞ｘ

（ｋ）
ｉ （ｔ）＝０，

　　　　　　ｉ∈Ｉ，　ｋ＝１，…，ｌ－１
（５）

３　时延相关稳定判据

本节将讨论多智能体系统（３）渐近实现平均
一致时系统所允许的最大时延上界。假定 ｍ个
通信时延满足０≤τｉ（ｔ）≤珔τｉ及其变化率０≤μｉ≤
珔μｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ。

定理１　对于存在ｍ个通信时延的 ｌ阶链式
积分器型多智能体系统（３），假定切换信号 σ（ｔ）
所指定的所有拓扑结构是联合连通的平衡有向

图，且每个拓扑结构的驻留时间 Ｔｄｅｌｌ＞０。给定 ｍ
个通信时延上界珔τ－ｉ和时延变换率上界珔μｉ，ｉ＝１，

２，…，ｍ，如果存在合适维公共矩阵 槇Ｐ＝槇ＰＴ＞０，

槇Ｑ（１）ｉ ＝［槇Ｑ
（１）
ｉ ］

Ｔ≥０，槇Ｑ（２）ｉ ＝［槇Ｑ（２）ｉ ］
Ｔ≥０，槇Ｒ（１）ｉ ＝

［槇Ｒ（１）ｉ ］
Ｔ≥０，槇Ｒ（２）ｉ ＝［槇Ｒ

（２）
ｉ ］

Ｔ≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ以

及公共自由权矩阵 槇Ｎｉ＝［槇Ｎ
（１）
ｉ 　槇Ｎ（２）ｉ 　槇Ｎ（３）ｉ ］

Ｔ，槇Ｍｉ

＝［槇Ｍ（１）ｉ 　槇Ｍ
（２）
ｉ 　槇Ｍ

（３）
ｉ ］

Ｔ和 槇Ｓｉ＝［槇Ｓ
（１）
ｉ 　 槇Ｓ（２）ｉ 　

槇Ｓ（３）ｉ ］
Ｔ，ｉ＝１，２，…，ｍ，使得如下ＬＭＩ成立：

∑
ｍ

ｉ＝１

槇Θσｉ＜０，σ：［０，∞］｛１，２，…，Ｎｓｓ｝

（６）
其中

槇Θσｉ＝槇Θ
（１）
σｉ ＋槇Θ

（２）
σｉ ＋槇Θ

（３）
σｉ ＋槇Θ

（４）
σｉ，

　槇Θ（１）σｉ

＝

槇槇ＰＨ＋槇ＨＴ槇Ｐ＋槇Ｑ（１）ｉ ＋槇Ｑ（２）ｉ 槇Ｐ槇Γσｉ ０

★ －（１－珔μｉ）槇Ｑ
（１）
ｉ ０

★ ★ －槇Ｑ（２）













ｉ

，

槇Θ（２）σｉ ＝珔τｉ［槇Ｈ，槇Γσｉ，０］
Ｔ（槇Ｒ（１）ｉ ＋槇Ｒ

（２）
ｉ ）［

槇Ｈ，槇Γσｉ，０］，

槇Θ（３）σｉ ＝［槇Ｎｉ＋槇Ｍｉ，－槇Ｎｉ＋槇Ｓｉ，－槇Ｓｉ－槇Ｍｉ］＋［槇Ｎｉ＋

槇Ｍｉ，－槇Ｎｉ＋槇Ｓｉ，－槇Ｓｉ－槇Ｍｉ］
Ｔ，

槇Θ（４）σｉ ＝珔τｉ槇Ｎｉ［槇Ｒ
（１）
ｉ ］

－１槇ＮＴｉ＋珔τｉ槇Ｓｉ［槇Ｒ
（１）
ｉ ］

－１槇ＳＴｉ＋珔τｉ槇Ｍｉ

［槇Ｒ（２）ｉ ］
－１槇ＭＴｉ，

槇Ｈ＝ＥＴｃκ（ＨＩｎ）Ｅｃκ，

槇Γσｉ＝Ｅ
Ｔ
ｃκ（ΓＬσｉ）Ｅｃκ

Ｅｃκ为ｌｎ×ｌｎ维完全图 Ｌａｐｌａｃｉａｎ阵的 κ个非零特
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征值对应的特征向量矩阵，则多智能体系统（３）
能够渐近实现平均一致。

证明　根据多智能体实现平均一致的条件

（５）可知，１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｋ）ｉ ，ｋ＝０，１，…，ｌ－１为不变向

量。因此，借助系统分解思想［７］，状态向量ｘ（ｔ）可
以分解为如下两个解耦部分

ｘ（ｔ）＝Ａｖｅ（ｘ）１ｎ１
Ｔ
ｌ＋δ（ｔ） （７）

其中，Ａｖｅ（ｘ）＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，δ（ｔ）可描述多智能体

状态不一致部分。显然，ｌｉｍ
ｔ∞
δ（ｔ）＝０时，多智能体

实现平均一致。也就是说多智能体系统（３）能否
实现平均一致的收敛条件可以转化为判断系统

（８）是否具有稳定的零平衡点。

δ（ｔ）＝（ＨＩｎ）δ（ｔ）＋∑
ｍ

ｑ＝１
（ΓＬσｑ）δ（ｔ－τｑ）

（８）
对于所有σ：［０，∞］｛１，２，…，Ｎｓｓ｝所决定

的不一致向量系统（８），构造如下公共 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函

Ｖ（ｔ，δ（ｔ））＝δＴ（ｔ）Ｐδ（ｔ）

　　　　　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）
δＴ（ｓ）Ｑ（１）ｉ δ（ｓ）ｄｓ

　　　　　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－珔τｉ
δＴ（ｓ）Ｑ（２）ｉ δ（ｓ）ｄｓ

　　　　　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
０

－珔τｉ
∫
ｔ

ｔ＋θ

δＴ（ｓ）（Ｒ（１）ｉ

　　　　　 ＋Ｒ（２）ｉ ）δ（ｓ）ｄｓｄθ
（９）

其中，Ｐ＝ＰＴ ＞０，Ｑ（１）ｉ ＝［Ｑ（１）ｉ ］
Ｔ≥０，Ｑ（２）ｉ ＝

［Ｑ（２）ｉ ］
Ｔ≥０，Ｒ（１）ｉ ＝［Ｒ

（１）
ｉ ］

Ｔ≥０，Ｒ（２）ｉ ＝［Ｒ
（２）
ｉ ］

Ｔ≥
０，ｉ＝１，２，…，ｍ均为待定合适维矩阵。

根据牛顿莱布尼兹公式，有

ｆ（ｔ）－ｆ（ｔ－ｒ）＝∫
ｔ

ｔ－ｒ
ｆ
·

（ｓ）ｄｓ （１０）

对于公共合适维自由权矩阵 Ｎｉ＝［Ｎ
（１）
ｉ 　

Ｎ（２）ｉ 　Ｎ
（３）
ｉ ］

Ｔ，Ｍｉ＝［Ｍ
（１）
ｉ 　Ｍ

（２）
ｉ 　Ｍ

（３）
ｉ ］

Ｔ和Ｓｉ＝
［Ｓ（１）ｉ 　Ｓ

（２）
ｉ 　Ｓ

（３）
ｉ ］

Ｔ，ｉ＝１，２，…，ｍ，有下面等式成立

∑
ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｎｉ［ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－τｉ（ｔ））－∫

ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）
ｘ（ｓ）ｄｓ］＝０ （１１）

∑
ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｍｉ［ｘ（ｔ－τｉ（ｔ））－ｘ（ｔ－珔τｉ）－∫

ｔ－τｉ（ｔ）

ｔ－珔τｉ

ｘ（ｓ）ｄｓ］＝０ （１２）

∑
ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｓｉ［ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－珔τｉ）－∫

ｔ

ｔ－珔τｉ

ｘ（ｓ）ｄｓ］＝０ （１３）

这里，ξｉ（ｔ）＝［δ
Ｔ（ｔ），δＴ（ｔ－τｉ（ｔ）），δ

Ｔ（ｔ－珔τｉ）］
Ｔ。

接下来，计算泛函Ｖ（ｔ，δ（ｔ））的导数

Ｖ（ｔ，δ（ｔ））＝２δＴ（ｔ）Ｐδ（ｔ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
δＴ（ｔ）Ｑ（１）ｉ δ（ｔ）－∑

ｍ

ｉ＝１
（１－τｉ（ｔ））δ

Ｔ（ｔ－τｉ（ｔ））Ｑ
（１）
ｉ δ（ｔ－τｉ（ｔ））

　　　　　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
［δＴ（ｔ）Ｑ（２）ｉ δ（ｔ）－δ

Ｔ（ｔ－珔τｉ）Ｑ
（２）
ｉ δ（ｔ－珔τｉ）］＋∑

ｍ

ｉ＝１
珔τｉδ

Ｔ（ｔ）（Ｒ（１）ｉ ＋Ｒ（２）ｉ ）δ（ｔ）

　　　　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－τｉ

δＴ（ｓ）（Ｒ（１）ｉ ＋Ｒ（２）ｉ ）δ（ｓ）ｄｓ （１４）
由于 τｉ（ｔ）≤μｉ以及式（１１）～（１３）成立，可得

Ｖ（ｔ，δ（ｔ））≤２δＴ（ｔ）Ｐδ（ｔ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
δＴ（ｔ）（Ｑ（１）ｉ ＋Ｑ

（２）
ｉ ）δ（ｔ）－∑

ｍ

ｉ＝１
（１－珔μｉ）δ

Ｔ（ｔ－τｉ（ｔ））Ｑ
（１）
ｉ δ（ｔ－τｉ（ｔ））

　　　　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
δＴ（ｔ－珋τｉ）Ｑ

（２）
ｉ δ（ｔ－珋τｉ）＋∑

ｍ

ｉ＝１
珋τｉδ

Ｔ（ｔ）（Ｒ（１）ｉ ＋Ｒ（２）ｉ ）δ（ｔ）－∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）
δＴ（ｓ）Ｒ（１）ｉ δ（ｓ）ｄｓ

　　　　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ－τｉ（ｔ）

ｔ－珋τｉ

δＴ（ｓ）Ｒ（１）ｉ δ（ｓ）ｄｓ－∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－珋τｉ

δＴ（ｓ）Ｒ（２）ｉ δ（ｓ）ｄｓ＋∑
ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｎｉ［δ（ｔ）－δ（ｔ－τｉ（ｔ））

　　　　　 －∫
ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）
δ（ｓ）ｄｓ］＋∑

ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｍｉ［δ（ｔ－τｉ（ｔ））－δ（ｔ－珔τｉ）－∫

ｔ－τｉ（ｔ）

ｔ－珔τｉ

δ（ｓ）ｄｓ］

　　　　　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
２ξＴｉ（ｔ）Ｓｉ［δ（ｔ）－δ（ｔ－珔τｉ）－∫

ｔ

ｔ－珔τｉ

δ（ｓ）ｄｓ］
（１５）

代入式（８），上式可进一步整理为

·６８·
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Ｖ（ｔ，δ（ｔ））≤∑
ｍ

ｉ＝１
ξＴｉ（ｔ）Θｉξｉ（ｔ）－∑

ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）
［ξＴｉ（ｔ）Ｎｉ＋δ

Ｔ（ｓ）Ｒ（１）ｉ ］［Ｒ
（１）
ｉ ］

－１［ＮＴｉξｉ（ｔ）＋Ｒ
（１）
ｉ
δ（ｓ）］ｄｓ

　　　　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ－τｉ（ｔ）

ｔ－珔τｉ
［ξＴｉ（ｔ）Ｓｉ＋δ

Ｔ（ｓ）Ｒ（１）ｉ ］［Ｒ
（１）
ｉ ］

－１［ＳＴｉξｉ（ｔ）＋Ｒ
（１）
ｉ
δ（ｓ）］ｄｓ

　　　　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－珔τｉ
［ξＴｉ（ｔ）Ｍｉ＋δ

Ｔ（ｓ）Ｒ（２）ｉ ］［Ｒ
（２）
ｉ ］

－１［ＭＴｉξｉ（ｔ）＋Ｒ
（２）
ｉ
δ（ｓ）］ｄｓ

（１６）
其中

Θｉ＝Θ
（１）
ｉ ＋Θ

（２）
ｉ ＋Θ

（３）
ｉ ＋Θ

（４）
ｉ

Θ（１）ｉ ＝

Ｐ（ＨＩｎ）＋（ＨＩｎ）
ＴＰ＋Ｑ（１）ｉ ＋Ｑ

（２）
ｉ Ｐ（ΓＬσｉ） ０

★ －（１－珋μｉ）Ｑ
（１）
ｉ ０

★ ★ －Ｑ（２）









ｉ

Θ（２）ｉ ＝珔τｉ［ＨＩｎ，ΓＬσｉ，０］
Ｔ（Ｒ（１）ｉ ＋Ｒ

（２）
ｉ ）［ＨＩｎ，ΓＬσｉ，０］

Θ（３）ｉ ＝ Ｎｉ＋Ｍｉ，－Ｎｉ＋Ｓｉ，－Ｓｉ－Ｍ[ ]ｉ ＋ Ｎｉ＋Ｍｉ，－Ｎｉ＋Ｓｉ，－Ｓｉ－Ｍ[ ]ｉ
Ｔ

Θ（４）σｉ ＝珔τｉＮｉ［Ｒ
（１）
ｉ ］

－１ＮＴｉ＋珔τｉＳｉ［Ｒ
（１）
ｉ ］

－１ＳＴｉ＋珔τｉＭｉ［Ｒ
（２）
ｉ ］

－１ＭＴｉ
　　显然，不等式（１５）右边的最后三项均小于０，

如果∑
ｍ

ｉ＝１
ξＴｉ（ｔ）Θｉξｉ（ｔ）＜０或∑

ｍ

ｉ＝１
Θｉ＜０成立，则

系统（８）的零平衡点是稳定的。但由引理 １可
知，强连通条件下多智能体系统的通信拓扑结构

所对应的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵是奇异的。因此，在联合
连通条件下系统（８）的系数矩阵为奇异阵，正因
为如此，通常无法正确判断 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函中的系数矩阵Ｐ＝ＰＴ＞０以及Ｑ（１）ｉ ＝［Ｑ

（１）
ｉ ］

Ｔ

≥０，Ｑ（２）ｉ ＝［Ｑ
（２）
ｉ ］

Ｔ≥０，Ｒ（１）ｉ ＝［Ｒ
（１）
ｉ ］

Ｔ≥０，Ｒ（２）ｉ ＝
［Ｒ（２）ｉ ］

Ｔ≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ的存在性。为此，对上
述矩阵作如下降维处理：

槇Ｐ＝ＥＴｃκＰＥｃκ，槇Ｈ＝Ｅ
Ｔ
ｃκ（ＨＩｎ）Ｅｃκ

对于所有ｉ＝１，２，…，ｍ

槇Ｒ（１）ｉ ＝Ｅ
Ｔ
ｃκＲ

（１）
ｉ Ｅｃκ

槇Ｒ（２）ｉ ＝Ｅ
Ｔ
ｃκＲ

（２）
ｉ Ｅｃκ

槇Ｑ（１）ｉ ＝Ｅ
Ｔ
ｃκＱ

（１）
ｉ Ｅｃκ，槇Ｑ

（２）
ｉ ＝Ｅ

Ｔ
ｃκＱ

（２）
ｉ Ｅｃκ

槇Ｍｉ＝Ｅ
Ｔ
ｃκＭｉＥｃκ，槇Ｎｉ＝Ｅ

Ｔ
ｃκＮｉＥｃκ，槇Ｓｉ＝Ｅ

Ｔ
ｃκＳｉＥｃκ

槇Γσｉ＝Ｅ
Ｔ
ｃκ（ΓＬσｉ）Ｅｃκ

这里，Ｅｃκ∈Ｒ
ｌｎ×（ｌｎ－κ）为 ｌｎ×ｌｎ维完全图 Ｌａｐｌａｃｉａｎ

阵的κ个非零特征值对应的特征向量矩阵。
类似前述过程，可构造新的公共 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函

　槇Ｖ（ｔ，槇δ（ｔ））

＝槇δＴ（ｔ）槇Ｐ槇δ（ｔ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－τｉ（ｔ）

槇δＴ（ｓ）槇Ｑ（１）ｉ 槇δ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔ

ｔ－珔τｉ

槇δＴ（ｓ）槇Ｑ（２）ｉ 槇δ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
０

－珔τｉ
∫
ｔ

ｔ＋θ
珘δ
·
Ｔ（ｓ）（槇Ｒ（１）ｉ ＋槇Ｒ（２）ｉ ）珘δ

·
（ｓ）ｄｓｄθ

（１７）

以及珘Ｖ
·
（ｔ，槇δ（ｔ））≤∑

ｍ

ｉ＝１

槇ξＴｉ（ｔ）槇Θｉ槇ξｉ（ｔ）。这里，槇δ（ｔ）

＝ＥＴｃκδ（ｔ）。同理有 槇ξｉ（ｔ）＝Ｅ
Ｔ
ｃκξｉ（ｔ）成立。系数

矩阵 槇Θｉ与不等式（６）中的定义相同。也就是说，

如果存在合适维公共矩阵 槇Ｐ＝槇ＰＴ ＞０，槇Ｑ（１）ｉ ＝

［槇Ｑ（１）ｉ ］
Ｔ≥０，槇Ｑ（２）ｉ ＝［槇Ｑ

（２）
ｉ ］

Ｔ≥０，槇Ｒ（１）ｉ ＝［槇Ｒ
（１）
ｉ ］

Ｔ≥

０，槇Ｒ（２）ｉ ＝［槇Ｒ
（２）
ｉ ］

Ｔ≥０以及合适维公共自由权矩阵

槇Ｎｉ＝［槇Ｎ
（１）
ｉ 　槇Ｎ（２）ｉ 　槇Ｎ（３）ｉ ］

Ｔ，槇Ｍｉ＝［槇Ｍ
（１）
ｉ 　槇Ｍ

（２）
ｉ 　

槇Ｍ（３）ｉ ］
Ｔ和 槇Ｓｉ＝［槇Ｓ

（１）
ｉ 　 槇Ｓ（２）ｉ 　 槇Ｓ（３）ｉ ］

Ｔ，ｉ＝１，２，…，
ｍ，使得不等式（６）成立，那么存在一个充分小的

ε＞０，满足 珘Ｖ
·
（ｔ，槇δ（ｔ））≤－ε 槇δ（ｔ）２。

另一方面，由于 ＥＴｃ（ＩｌＦｎ×ｎ）Ｅｃ＝ｄｉａｇ（Ｅ
Ｔ
ｃκ

（ＩｌＦｎ×ｎ）Ｅｃκ，０）＝ｄｉａｇ（槇Ｆ（ｌｎ－κ）×（ｌｎ－κ），０）成立，

所以有（ＩｌＦｎ×ｎ）＞０等价于 槇Ｆ（ｌｎ－κ）×（ｌｎ－κ）＞０。
依此类推，可以证明 Ｖ（ｔ，δ（ｔ））≤ －εδ（ｔ）２成

立，即零为系统（８）的稳定平衡点，则多智能体系
统（３）可以渐近实现平均一致性。

注１：在定理１的证明过程中，引入了自由权

矩阵 槇Ｎｉ，槇Ｍｉ，槇Ｓｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ，放宽了对Ｌｙａｐｕｎｏｖ
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函求导后的缩放程度，因此可得到保
守性更低的时延相关稳定性判据。

注２：与已有文献结论相比，定理１假设条件
中未对通信时延变化率上界进行限制，实现了适
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用于０≤μｉ＜１和μｉ≥１，ｉ＝１，２，…，ｍ两种情况的
统一表达形式。

注３：借助 ＭａｔｌａｂＬＭＩ工具箱等数学软件包
可直接计算获得联合连通条件下多智能体实现平

均一致所允许的最大通信时延，而对于传统频率

分析方法，要判断公共 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函
的存在性是十分困难的。

注４：特别地，当ｌ＝１或ｌ＝２时，定理１适用
于单／双积分器型多智能体实现平均一致所允许
的最大通信时延。从这个意义上说，文献［１７］可
以作为本文所得结论在ｌ＝１时的一种特例情况。

４　数值实例与数值仿真

４１　判据保守性比较

为体现本文提出的稳定判据在保守性方面的

优势，考虑图１中两个联合连通平衡图｛Ｇａ，Ｇｂ｝，
讨论通信时延条件下单积分器型（ｌ＝１）多智能体
系统实现平均一致性所允许的最大通信时延。为

了讨论方便，令 ｍ＝１且假定联合连通图｛Ｇａ，
Ｇｂ｝的邻接矩阵中只含０、１元素。
表１　不同时延变化率条件下所允许通信时延上界比较（β０＝１）
Ｔａｂ．１　Ａｌｌｏｗａｂｌｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｎｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｄｅｌａｙ

ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｌａｙｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ（β０＝１）

μ＝０ μ＝０５ μ＝０９ 任意μ

文献［１７］方法 ０５００ ０３３４ ００９１ －

本文方法 ０５５８ ０５３８ ０５３８ ０５３８

　　从表１的结果来看，本文所给出的判据在保
守性方面较已有文献［１７］具有较大的改善，主要
表现为：随着时延变化率的增加，时延上界并未呈

现像文献［１７］方法所得结果所体现出的迅速衰
减特性，表明本文方法对时延变化率依赖程度较

小。若构造新的 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函（只包
含式（９）中的１、３和４项），则可得到时延相关／
时延变化率无关的稳定判据。由于本文中定理１
未对时延变换率的上界做出任何假设，因此可得

到任意珔μ条件下多智能体实现平均一致所允许的
通信时延上界，而文献［１７］所得结论只适用于０
≤珔μ＜１情况。

４２　数值仿真

以图１中另外三个联合连通平衡图｛Ｇｃ，Ｇｄ，

Ｇｅ｝为例，同样假定联合连通图的邻接矩阵中只
含０、１元素。下面将分别讨论三阶链式积分器型
多智能体在通信时延条件下实现平均一致所允许

的最大通信时延上界。如前所述，本文提出的稳

定判据对时延变化率灵敏度较低，因此这里只讨

论通信时延变化率为０情况下的计算结果和数值
仿真。令τ＝τ１２＝τ２１＝τ２３＝τ３２＝τ１３＝τ３１，当 β０
＝β１＝β２＝１０，由定理１计算可得多智能体实现
平均一致的最大时延上界为珔τ＝０３５１。图２～图
４给出联合连通拓扑图驻留时间分别为１ｓ，２ｓ和
３ｓ时的系统状态演化曲线（拓扑切换顺序为Ｇｃ
ＧｄＧｅＧｃ…）。

图１　联合连通拓扑图｛Ｇａ，Ｇｂ｝和｛Ｇｃ，Ｇｄ，Ｇｅ｝
Ｆｉｇ．１　Ｊｏｉｎｔｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓｇｒａｐｈｓ｛Ｇａ，Ｇｂ｝ａｎｄ｛Ｇｃ，Ｇｄ，Ｇｅ｝

　　　（ａ）零阶状态演化曲线　　　　　　 　（ｂ）一阶状态演化曲线　　　　　 　　（ｃ）二阶状态演化曲线

图２　驻留时间为１ｓ时三阶链式积分器型多智能体系统状态演化过程
Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅｅｖｏｌｖｅｍｅｎｔｏｆｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｃｈａｉｎｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｄｙｎａｍｉｃｓｗｈｅｎｄｅｌｌｔｉｍｅｉｓ１ｓ
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　　　（ａ）零阶状态演化曲线　　　　　　 　（ｂ）一阶状态演化曲线　　　　　 　　（ｃ）二阶状态演化曲线
图３　驻留时间为２ｓ时三阶链式积分器型多智能体系统状态演化过程

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｅｅｖｏｌｖｅｍｅｎｔｏｆｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｃｈａｉｎｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｄｙｎａｍｉｃｓｗｈｅｎｄｅｌｌｔｉｍｅｉｓ２ｓ

　　　（ａ）零阶状态演化曲线　　　　　　 　（ｂ）一阶状态演化曲线　　　　　 　　（ｃ）二阶状态演化曲线
图４　驻留时间为３ｓ时三阶链式积分器型多智能体系统状态演化过程

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｅｅｖｏｌｖｅｍｅｎｔｏｆｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｃｈａｉｎｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｄｙｎａｍｉｃｓｗｈｅｎｄｅｌｌｔｉｍｅｉｓ３ｓ

　　从图２～图４的仿真曲线来看，三阶链式积
分器型多智能体在满足定理１所得最大通信时延
情况下均实现了平均一致，从而验证了定理１的
有效性。同时，从数值仿真结果可知，系统时延与

联合连通拓扑图驻留时间之间的比值越大，系统

实现平均一致的收敛时间越长，演化过程中高阶

状态值震荡越明显；反之，系统实现平均一致的收

敛时间越短，演化过程中高阶状态值震荡明显减

弱。

５　结论

本文采用时域分析方法研究并得到了联合连

通条件下的ｌ阶链式积分器型多智能体实现平均
一致的时延相关ＬＭＩ稳定判据，主要结论有：（１）
针对联合连通（弱连通）条件下的多智能体平均

一致性问题，通过构造公共 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函的方法可以得到基于 ＬＭＩ表达的稳定性判
据，不同于频域方法在构造公共／多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数所表现出的难度，它可借助数学软件包直接获

得最大通信时延的数值解；（２）在对公共
ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函求导的过程中引入了自
由权矩阵思想，时延相关稳定判据在保守性方面

得到了较大改善。自由权矩阵的引入，虽然在判

断矩阵存在性方面增加了判据的计算复杂度，但

它同样可以借助数学软件包进行计算，继而得到

存在性结论；（３）与已有文献［１７］结论相比，本文
所得结论未对通信时延变化率上界进行限制，实

现了适用于０≤μｉ＜１和μｉ≥１，ｉ＝１，２，…，ｍ两种
情况的统一表达形式；（４）本文所得结论适用于
判断时延条件下单积分器（ｌ＝１）和双积分器（ｌ＝
２）型多智能体系统平均一致性问题。此外，它还
可作为不同通信时延情况下多智能体系统一致性

协议中的比例项系数选择以及拓扑结构设计的依

据。

接下来可以继续讨论如何更为合理地构造

ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函，如考虑多个通信时延之
间的相互关系，以便进一步降低充分条件的保守

性。
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