
书书书

第３３卷　第５期 国　防　科　技　大　学　学　报 Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．５
　２０１１年１０月 ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＮＡＴＩＯＮＡＬＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹＯＦＤＥＦＥＮＳＥＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ Ｏｃｔ．　２０１１

文章编号：１００１－２４８６（２０１１）０５－１４５－０５

高斯信号的量化分析


刘小汇１，黄　龙１，谢金石２

（１．国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３；　２．北京环球信息应用开发中心，北京　１０００９４）

摘　要：由于器件的约束条件不同，在数字信号处理中通常要对ＡＤ采样后的信号进行量化处理，如何提
高量化的性能是量化的关键。针对Ｎ（μ，σ２）高斯分布的量化信号，使用理论推导的方式，得到量化损耗与限
幅门限的关系式，并推导出对应量化损耗最小的最优限幅门限公式，其推导方法同样适用于其他随机信号。

仿真试验证明了该公式的正确性，结论可应用于工程实现。
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　　数字信号处理中，ＡＤ是信号处理的前提，而
量化又是 ＡＤ转换的关键环节，如何获取尽可能
高的性能是对量化研究的关键。对于均匀量化，

目前的研究多集中在不同的数字信号处理过程

中，量化位数对系统性能的影响上［１－３］；在量化门

限对量化性能的影响方面，许多研究指出，通过合

理选择量化的门限可以得到最优的量化损

耗［４－６］，然而以上文献只通过数值仿真的方法给

出了结论性的说明；文献［７］分析了量化间隔与
量化信噪比损耗的关系，但是没有考虑限幅效应

对损耗的影响；Ｍａｘ在１９６０年计算出了 Ｎ（０，１）
标准高斯分布的量化信号的最优量化步长与最小

均方误差的对应关系表［８］，但所给出的公式无法

得到解析的解。本文以更普遍的 Ｎ（μ，σ２）高斯
分布的信号为对象，首先分析了量化损耗的组成，

得出限幅门限对量化性能的影响公式，然后推导

出最小量化损耗与限幅门限的关系式，说明量化

信号的信噪比系数（μ／σ）对量化损耗有影响，并

得到不同信噪比系数下最小量化损耗与对应限幅

门限的关系表，最后通过实际信号仿真表明公式

的正确性。

１　量化信号的损耗分析

对ＡＤ采样后的离散信号 ｘ（ｎ）进行 Ｂ＋１
（最高位为符号位）比特均匀量化，量化间隔为

Δ，量化结果 ｘ^（ｎ）：

ｘ^（ｎ）＝
（２Ｂ－１）Δ ｘ（ｎ）≥（２Ｂ－３／２）Δ
ｉΔ （ｉ－１／２）Δ≤ｘ（ｎ）＜（ｉ＋１／２）Δ
－２ＢΔ ｘ（ｎ）＜－（２Ｂ－１／２）

{
Δ

（１）
其中，ｉ＝－（２Ｂ－１），…－１，０，１，…（２Ｂ－２），总的
量化级数为Ｌ＝２Ｂ＋１，设量化满量程值Ｘｍ，则量化

间隔Δ＝Ｘｍ／２
Ｂ［５］。

量化会引入量化噪声，量化噪声会带来一定

的信噪比损耗，称量化损耗。若量化信号的噪声
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方差为σ２，由量化引起的量化噪声方差为 σ２ｑ，假
设量化信号与量化噪声不相关，则量化后总的噪

声方差：σΣ
２＝σ２＋σ２ｑ，定义量化损耗

［２］

Ｌｏｓｓ＝
σΣ
２

σ２
＝１＋

σ２ｑ
σ２

（２）

量化信号的概率分布不同，其量化损耗会有

不同。不失一般性，本文分析高斯分布的量化信

号，其他信号的分析方法类似。假设 ｘ（ｎ）为
Ｎ（μ，σ２）分布的高斯信号，概率密度函数为 ｆ（ｘ）

＝ｅ－
（ｘ－μ）２
２σ２ ／（σ ２槡π）。当量化级数为 Ｌ时，量化

区间为 Ｑ１＝（－∞，Ｘ１），Ｑ２＝（Ｘ２，Ｘ３），…，ＱＬ＝
（ＸＬ－１，＋∞），则量化误差ε（ｉ）＝ｘ（ｉ）－^ｘ（ｉ），其
中ｉ＝－２Ｂ，…，０，…，（２Ｂ－１）。

易得Ｅ［ε］＝０，量化噪声方差σ２ｑ定义为

σ２ｑ ＝∑
Ｌ

ｉ＝１
∫
Ｑｉ

ε２ｆ（ε）ｄε

＝∫
Ｘ１

－∞
ε２ｆ（ε）ｄε＋∑

Ｌ－１

ｉ＝２
∫
Ｑｉ

ε２ｆ（ε）ｄε＋∫
＋∞

ＸＬ－１
ε２ｆ（ε）ｄε

（３）
其中，Ｘ１和ＸＬ－１分别为负、正界的量化满量程值，
对于Ｂ＋１比特（最高位为符号位）量化的噪声方
差，由式（３）可知 σ２ｑ＝σ

２
ｃ＋σ

２
ｅ，其中 σ２ｅ ＝

∑
Ｌ－１

ｉ＝２
∫Ｑｉε

２ｆ（ε）ｄε称 为 量 化 间 隔 误 差，σ２ｃ ＝

∫
Ｘ１

－∞
ε２ｆ（ε）ｄε＋∫

＋∞

ＸＬ－１
ε２ｆ（ε）ｄε称为限幅误差。

文献［９］给出Ｎ（０，σ２）的高斯分布信号量化
间隔误差的公式，将公式进行扩展，可以推导得到

服从Ｎ（μ，σ２）高斯分布的量化信号，其量化间隔
误差的公式：

σ２ｅ ＝
Δ２
１２［１＋

１２
π２∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ２
ｃｏｓ（２πｎμ

Δ
）

ｅｘｐ（－２π
２ｎ２σ２

Δ２
）］ （４）

当σ／Δ≥１时，误差可以近似为

σ２ｅ≈
Δ２
１２ （５）

为了简化计算，对于多比特量化，假设限幅值

｜Ｘ１｜＝｜ＸＬ－１｜＝Ｘｍ，量化门限（２
Ｂ－１）Δ≈２ＢΔ＝

Ａ，限幅的误差定义为

ε（ｉ）＝ｘ（ｉ）－^ｘ（ｉ）＝

ｘ（ｉ）－Ａ ｘ（ｉ）＞Ｘｍ
０ ｘ（ｉ）≤Ｘｍ
ｘ（ｉ）＋Ａ ｘ（ｉ）＜－Ｘ{

ｍ

（６）
其中

Ｘｍ＝
Ａ

１－２－Ｂ
＝２ＢΔ （７）

将ｘ正限幅时的概率分布函数记做 Ｐｃ＋，负
限幅时的概率分布函数记做 Ｐｃ－，它们分别可以
表示为

Ｐｃ＋ ＝Ｐ（ｘ＞Ｘｍ）

＝ １
σ ２槡π
∫
∞

Ｘｍ
ｅ－
（ｘ－μ）２
２σ２ ｄｘ

＝１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ －μ
σ槡２

） （８）

Ｐｃ－ ＝Ｐ（ｘ＜－Ｘｍ）

＝ １
σ ２槡π
∫
－Ｘｍ

－∞
ｅ－
（ｘ－μ）２
２σ２ ｄｘ

＝１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ ＋μ
σ槡２

） （９）

其中，Ｑ（ｘ）＝１２ｅｒｆｃ（
ｘ

槡２
）＝∫

∞

ｘ

１
２槡π
ｅ－
ｔ２
２ｄｔ。

可以计算

Ｅ［ε］＝∫
－Ｘｍ

－∞
εｆ（ε）ｄε＋∫

＋∞

Ｘｍ
εｆ（ε）ｄε＝０ （１０）

通过求正限幅时的条件概率函数 ｆ（ｘ｜ｘ＞Ａ）
和负限幅时的条件概率函数 ｆ（ｘ｜ｘ＜－Ａ），可以
得到限幅误差ε的条件二阶矩，进而得到限幅误
差的表达式：

σ２ｃ ＝Ｅ［ε
２］＝∫

－Ｘｍ

－∞
ε２ｆ（ε）ｄε＋∫

＋∞

Ｘｍ
ε２ｆ（ε）ｄε

＝Ｐｃ＋Ｅ［ε
２｜ｘ＞Ｘｍ］＋Ｐｃ－Ｅ［ε

２｜ｘ＜－Ｘｍ］

＝１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ －μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ－μ）２］

　 ＋
σ（μ＋Ｘｍ －２Ａ）

２槡π
ｅ－
（Ｘｍ－μ）２

２σ２

　 ＋１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ ＋μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ＋μ）２］

　 ＋
σ（Ｘｍ －μ－２Ａ）

２槡π
ｅ－
（Ｘｍ＋μ）２

２σ２ （１１）

由式（５）和式（１１）可得到量化噪声方差的
表达式：

σ２ｑ ＝σ
２
ｅ＋σ

２
ｃ

＝１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ－μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ－μ）２］

　＋
σ（μ＋Ｘｍ－２Ａ）

２槡π
ｅ－

（Ｘｍ－μ）２

２σ２

　 ＋１２ｅｒｆｃ（
Ｘｍ＋μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ＋μ）２］

　＋
σ（Ｘｍ－μ－２Ａ）

２槡π
ｅ－

（Ｘｍ＋μ）２

２σ２
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１２（２Ｂ－１）２
（１２）

对于多比特量化，假设Ｘｍ≈Ａ，则

σ２ｑ ＝
１
２ｅｒｆｃ（

Ａ－μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ－μ）２］

　＋σ（μ－Ａ）
２槡π

ｅ－
（Ａ－μ）２
２σ２

　 ＋１２ｅｒｆｃ（
Ａ＋μ
σ槡２

）［σ２＋（Ａ＋μ）２］

　－σ（μ＋Ａ）
２槡π

ｅ－
（Ａ＋μ）２
２σ２ ＋ Ａ２

１２（２Ｂ－１）２
（１３）

于是量化损耗为

Ｌｏｓｓ＝１２ｅｒｆｃ（
Ｃ－Ｋ

槡２
）［１＋（Ｃ－Ｋ）２］

＋（Ｋ－Ｃ）
２槡π
ｅ－

（Ｃ－Ｋ）２
２

＋１２ｅｒｆｃ（
Ｃ＋Ｋ

槡２
）［１＋（Ｃ＋Ｋ）２］

－Ｋ＋Ｃ
２槡π
ｅ－

（Ｋ＋Ｃ）２
２ ＋ Ｃ２

１２（２Ｂ－１）２
＋１（１４）

其中，Ａ／σ＝Ｃ为限幅门限系数，μ／σ＝Ｋ为信噪
比系数。由式（１４）得到的限幅门限系数与量化
损耗之间的关系如图１所示（Ｋ＝０），相同的信号
经过不同量化位数的量化后，其损耗与限幅门限

的关系表明：量化位数越高，损耗越小；存在一个

最优的限幅门限，使得在量化位数一定时，量化损

耗最小；对于多比特量化，当限幅门限小于最优门

限时，门限的减小会带来损耗的显著恶化，当限幅

门限大于最优门限，门限的变化对损耗的影响很

小。值得一提的是，在以上的公式推导中，由于使

用了限幅值｜Ｘ１｜＝｜ＸＬ－１｜＝Ｘｍ以及量化门限（２
Ｂ

－１）Δ≈２ＢΔ＝Ａ等近似处理，对于低比特（１５或
２比特）量化的情形会带来较大误差，因此本文的
公式对于低比特量化不再适用。

图１　多比特量化时限幅门限系数与量化损耗的关系
Ｆｉｇ．１　Ｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｖｓ．ｃｌｉｐｌｅｖｅｌ

ｕｎｄｅｒｍｕｌｔｉｂｉｔｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎ

２　最佳限幅门限

以下讨论最佳限幅门限的取值，通过对式

（１３）求导可得最佳限幅门限的表达式
σ２ｑ
Ａ
＝０ （１５）

已知误差函数求导数为

ｄ
ｄｃｅｒｆｃ（

ｃ

槡２
）＝－ ２
槡π

ｅ－
ｃ２
２ （１６）

式（１５）可以计算得到

－２σ
２槡π
［ｅ－

（Ａ－μ）２
２σ２ ＋ｅ－

（Ａ＋μ）２
２σ２ ］＋（Ａ－μ）ｅｒｆｃ（Ａ－μ

σ槡２
）＋（Ａ＋μ）ｅｒｆｃ（Ａ＋μ

σ槡２
）＋ Ａ
６（２Ｂ－１）２

＝０ （１７）

令Ａ／σ＝Ｃ，μ／σ＝Ｋ，整理后得

Ｂ＝ｌｏｇ２
Ｃ

６ ２
槡π

（ｅ－
（Ｃ－Ｋ）２
２ ＋ｅ－

（Ｃ＋Ｋ）２
２ ）－（Ｃ－Ｋ）ｅｒｆｃ（Ｃ－Ｋ

槡２
）－（Ｃ＋Ｋ）ｅｒｆｃ（Ｃ＋Ｋ

槡２[ ]槡
）{ }＋１

（１８）

　　上式即为最小量化损耗下，Ｎ（μ，σ２）的高斯
分布信号ｘ的量化位数 Ｂ与限幅门限系数 Ｃ之
间的关系式。若定义最小量化损耗对应的量化限

幅门限系数为最优系数 Ｃｏｐｔ，由公式可见，最佳限
幅门限系数Ｃｏｐｔ的取值与信噪比系数Ｋ和量化位
数Ｂ均有关系。图２是在相同的量化位数（４比
特量化）下，不同信噪比系数的信号，其限幅门限

系数 Ｃ与量化损耗 Ｌｏｓｓ的关系。由图 ２可见，
３组信号由于信噪比系数 Ｋ值的影响，其最小量
化损耗会有不同，Ｋ值越大，其对应的损耗也越

大，相应限幅门限也越大。图３给出了在３、４、５、
６比特量化时，不同Ｋ值对应的最小量化损耗，随
着量化位数的增大，Ｋ值对量化损耗的影响将越
来越小，表１列出了Ｂ＝５（６比特量化）的量化位
数下，对不同 Ｋ值信号进行量化，最佳限幅门限
与最小量化损耗的结果，当Ｋ由０增大至１时，带
来的损耗只增加了０００２ｄＢ左右，可以忽略。作
为对比，同时也列出了数值仿真的结果。

·７４１·
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图２　４比特量化时，不同信号对应的限幅门
限系数与量化损耗的关系　　　

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｒｅｅｓｉｇｎａｌｓｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｖｓ．
　 　ｃｌｉｐｌｅｖｅｌｕｎｄｅｒｔｈｅｓａｍｅｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎ

图３　不同量化位数下，信噪比系数
对应的最小量化损耗　

Ｆｉｇ．３　ＳＮＲｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｖｓ．ｍｉｎｉｍｕｍｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎ
　 ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎ

表１　信噪比系数与最佳门限系数关系

Ｔａｂ．１　ＳＮＲｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｖｓｏｐｔｉｍｕｍｃｌｉｐｌｅｖｅｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

信噪比

系数Ｋ

门限系数

Ｃｏｐｔ

最小量化

损耗

Ｌｏｓｓ ｍｉｎ（ｄＢ）

仿真的最小

量化损耗

Ｌｏｓｓ ｍｉｎ（ｄＢ）

０ ３２７ ０００４６ ０００３５

０３ ３４ ０００５０ ０００４６

０６ ３６５ ０００５７ ０００５１

０９ ３９３ ０００６６ ０００５８

１０ ４０３ ０００６９ ０００６１

　　以下讨论在量化信号固定时，量化位数与最
佳门限系数的关系，对于均匀量化，在量化信号信

噪比系数Ｋ和量化位数Ｂ固定的情况下，若要达
到量化损耗最小，对应的量化最佳限幅门限 Ａｏｐｔ
与量化信号幅度均方根σ的比值（Ｃｏｐｔ）是一个固
定的关系，表２列出了 Ｋ＝０１时，量化位数与最
佳门限系数之间的对应关系表，在低比特量化时，

如从３比特量化变成４比特量化，其对应的最小
损耗会有０１５ｄＢ左右的改善，当量化位数大于７
时，其对应的最小量化损耗差别已经不大。

表２　量化位数与最佳门限系数关系
Ｔａｂ．２　Ｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎｂｉｔｓｖｓｏｐｔｉｍｕｍｃｌｉｐｌｅｖｅｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

量化位数

Ｂ＋１

门限系数

Ｃｏｐｔ

最小量

化损耗

Ｌｏｓｓ ｍｉｎ（ｄＢ）

仿真的最小

量化损耗

Ｌｏｓｓ ｍｉｎ（ｄＢ）

３ １９８ ０２０７８ ０２０３

４ ２５ ００５６７ ００５９

５ ２９２ ００１６２ ００２２５

６ ３２９ ０００４７ ０００５８

７ ３６３ ０００１４ ０００１２

８ ３９４ ３８７ｅ－４ ３４５ｅ－４

９ ４２４ １１０ｅ－４ １０３ｅ－４

３　仿真及实验结果分析

为了验证以上分析的正确性，本文采用蒙特

卡洛仿真，生成高斯分布的一组１００００个随机信
号，对信号进行量化后比较实际数据的性能特性

与理论分析之间的差异。

图４是服从Ｎ（０，２０）、Ｎ（１０，２０）、Ｎ（１５，２０）
分布的信号经过４ｂｉｔ量化后，量化损耗与限幅门
限的关系，由图可知在低比特量化时信号的信噪

比系数对最小量化损耗是有影响的，当均值由０
变化到１５时，带来的最小损耗的变化值，理论分
析是００２１ｄＢ，仿真结果是００２７ｄＢ，仿真值与理
论分析值重合性很好。图５是相同的信号经过不
同量化位数的量化后，限幅门限与量化损耗的关

系，从图上可以看出，随着量化位数的增加，量化

带来的损耗会减小，其最优限幅门限的取值随着

量化位数的增加相应增加。

图４　不同信号量化损耗与限幅门限的关系
Ｆｉｇ．４　Ｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｖｓｃｌｉｐｌｅｖｅｌｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｇｎａｌｓ
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图５　相同信号量化后损耗与限幅门限的关系
Ｆｉｇ．５　Ｑｕａｎｔｉｚａｔｉｏｎｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｖｓｃｌｉｐｌｅｖｅｌｕｎｄｅｒｔｈｅｓａｍｅｓｉｇｎａｌ

　　同时为了对文中的方法进行进一步验证，使
用Ｍａｘ［８］提出的方法计算出 Ｎ（０，１）标准高斯分
布信号的最优量化步长与最小均方误差，与本文

解析方法计算的结果进行对比，如表３所示。从
表中的结果可见，本文的方法与 Ｍａｘ的方法计算
结果几乎重合。

表３　本文计算结果与Ｍａｘ的计算结果比较
Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒａｎｄｏｕｔｐｕｔ

ｓｐａｃｉｎｇｆｏｒｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

量化位数

Ｂ＋１

Ｍａｘ方法
的最小

均方差

本文的

最小均

方差

Ｍａｘ方法
的最优

量化步长

本文的

最优量

化步长

３ ００３７５ ００４１６ ０５８６ ０６１２

４ ００１１６ ００１２７ ０３３５ ０３５２

５ ０００３５ ０００３７ ０１８８ ０１９３

６ ０００１１ ０００１１ ０１０４ ０１０５

７ ３０４６７ｅ－４３０８６４ｅ－４ ００５７ ００５７

８ ８８６８４ｅ－５８８３１２ｅ－５ ００３１ ００３１

９ ２５２７９ｅ－５２５００８ｅ－５ ００１７ ００１７

４　结 论

本文使用概率分布方法，从理论上推导出了

Ｎ（μ，σ２）高斯随机信号量化门限的取值与量化损
耗的关系，以上推导方法同样适用于其他分布的

随机信号。通过分析，可以得出 Ｎ（μ，σ２）高斯分
布的随机信号在ＡＤ量化时量化损耗与限幅门限
的一些对实际工程具有指导意义的结论：

　　（１）限幅门限的取值对信号量化后的损耗有
影响，存在一个最优门限，使得量化后信号的损耗

最小。限幅门限通常在工程中的经验取值３σ，在
低比特量化时，实际会带来较大的偏差，如３ｂｉｔ量
化，经验门限值与最优门限值对应的损耗有

０１５ｄＢ的差异，但在高比特量化时（大于 ５比
特），经验门限值与最优门限值对应损耗的差别

不大，通常小于０００１ｄＢ。
（２）信号的信噪比系数 Ｋ（Ｋ＝μ／σ）对量化

的最小损耗有影响，信噪比系数 Ｋ越大，其对应
的最小损耗也越大，在低比特量化时，如３比特量
化，当 Ｋ由 ０增大至 １时，带来的损耗增加了
０１３ｄＢ；但随着量化位数的增加，其对损耗的影
响将会减小，在６比特量化时，Ｋ由０增大至１，带
来的损耗只增加了０００２ｄＢ左右，可以忽略。
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