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基于 Ｇａｕｓｓ伪谱法的航天器气动力辅助平面变轨问题研究

符　俊，蔡　洪，李安梁
（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：气动力辅助变轨技术可以有效地节约燃料，是未来航天器新型变轨技术的发展方向之一。该文
采用Ｇａｕｓｓ伪谱法对航天器从高轨道向低轨道共面轨道转移问题进行了研究。在考虑热流限制、控制约束的
条件下，得到了航天器大气飞行段的次优轨迹，并对轨迹特性进行了分析，证明优化结果满足一阶最优性必

要条件。同时采用间接法处理该问题，对两种方法的计算结果进行了比较。仿真分析表明：Ｇａｕｓｓ伪谱法处
理约束方法简单，解的精度高，且克服了间接法对初值敏感、鲁棒性差的缺点，适合应用于航天器大气内轨迹

优化问题。
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　　在航天任务中，燃料直接决定了航天器的性
能和寿命，因此如何有效地节省燃料往往是进行

航天任务设计时首先需要考虑的问题之一。对于

航天器轨道转移任务而言，利用气动力辅助技术

可以节约大量的燃料，在未来具有很大的应用

潜力。

自２０世纪６０年代 Ｌｏｎｄｏｎ首次在关于变轨
问题的论文中提出气动力辅助变轨概念以来［１］，

该问题吸引了众多学者的兴趣，涌现出了大量的

文献，涵盖了航天器气动外形设计、行星大气捕

获、推力协同轨道面改变和轨道转移等方面内

容［２］。其中在轨道转移方面，主要是考虑航天器

从高轨道向低轨道进行共面／异面轨道转移的问
题。为解决此类问题，绝大部分文献都是首先根

据庞特李亚金极大值原理将最优控制问题转化为

两点边值问题（ＢｏｕｎｄａｒｙＶａｌｕｅＰｒｏｂｌｅｍ，ＢＶＰ），然
后利用打靶法求解［３－５］。这种方法求解过程比较

复杂，而且对初值非常敏感，由于协态变量没有明

确的物理含义，因此初值难以猜测，这给该类方法

的应用带来了很大的困难。Ｇａｕｓｓ伪谱法作为求
解最优控制问题的直接法，无需求解繁琐的最优

性必要条件，而且具有鲁棒性好、精度高的特点，

因此适于解决航天器大气内轨迹优化这类复杂的

问题。
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本文采用Ｇａｕｓｓ伪谱法对航天器气动力辅助
平面变轨问题进行了研究，得出了热流限制下航

天器的次优大气飞行轨迹，验证了优化结果满足

一阶最优性必要条件。将其与间接法的计算结果

进行对比，表明Ｇａｕｓｓ伪谱法在计算效率上更好，
且优化轨迹更能满足热流限制的约束条件。

１　最优气动力辅助平面变轨过程描述

如图１所示，航天器气动力辅助轨道转移包
括两个大气层外和一个大气层内的飞行阶段：

１）初始转移轨道

)

１２。在初始轨道施加一个
反向的速度冲量 Δｖ１后，航天器进入初始转移轨
道，该轨道的远地点为变轨点 １，近地点在大气
层内。

２）大气内飞行段

)

２３。航天器自２点进入大气
层，然后在空气动力和地心引力的作用下飞行，直

至在３点离开大气层。

３）最终转移轨道

)

３４，该轨道的远地点为４点。
最后在４点施加一次速度冲量 Δｖ２使，航天器进
入目标轨道。４点为远地点的原因将在后文
给出。

图１　气动力辅助变轨示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｅｒｏａｓｓｉｓｔｅｄｏｒｂｉｔａｌｔｒａｎｓｆｅｒ

图２　转移轨道

)

３４与目标轨道不相切情况

)

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｔｕａｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｆｅｒｏｒｂｉｔ３４ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇｔａｒｇｅｔｏｒｂｉｔ

可以发现，整个变轨过程中航天器只在１点
和４点受到两次速度冲量的作用，分别称为离轨

脉冲 Δｖ１和入轨脉冲 Δｖ２。记（ｖ
－
１，ｖ

＋
１）和（ｖ

－
４，

ｖ＋４）分别表示航天器在１点和４点速度冲量施加
前后的速度，有

Δｖ１＝ｖ
－
１ －ｖ

＋
１，Δｖ２＝ｖ

＋
４ －ｖ

－
４ （１）

而

ｖ－１ ＝
μｅ
ｒ槡１
，ｖ＋４ ＝

μｅ
ｒ槡２

（２）

其中μｅ为地球引力常数，ｒ１为初始轨道地心距，
ｒ２为目标轨道地心距。总的速度冲量

Δｖ＝Δｖ１＋Δｖ２ （３）

如果知道初始转移轨道

)

１２的近地点高度 ｒｐｅ，
那么可以得到航天器远地点速度

ｖ＋１ ＝
２μｅｒｐｅ

ｒ１ ｒ１＋ｒ( )槡 ｐｅ
（４）

根据动量矩和能量守恒定理，航天器在２点进入
大气层时的速度和速度倾角分别为

ｖ２＝ ２μｅ
ｒ１＋ｒｐｅ－ｒａ
ｒａ（ｒ１＋ｒｐｅ槡 ）

（５）

γ２＝－ｃｏｓ
－１ ｒ１ｒｐｅ
ｒａ ｒ１＋ｒｐｅ－ｒ( )槡 ａ

（６）

其中ｒａ为大气层上边界地心距。
从上面的分析可以看到，航天器完成轨道转

移所需的速度冲量Δｖ是与 ｒｐｅ有关的。因此我们
自然地联想到这样一个问题：是否存在一个最优

的ｒｐｅ使得所需的速度冲量最小呢？答案是否定
的。文献［６］指出，若ｒｐｅ任意变化，将不存在最优
解。因此这里的讨论认为ｒｐｅ固定。

航天器进入大气层后，仅受到空气动力和地

心引力作用，航天器主要靠改变姿态来获得不同

大小和方向的气动力以完成大气层内的飞行，最

后在３点以合适的飞行状态（ｖ３，γ３）进入最终转

移轨道

)

３４。由于目标轨道为圆轨道，所以４点应

为转移轨道

)

３４的远地点，这样才能保证冲量变轨
所需的速度冲量最小。具体原因如下：

如图２示，如果４点不是转移轨道

)

３４的远地
点，那么航天器进入目标轨道所需的速度冲量为

Δｖ３＝ （ｖ＋４）
２＋（ｖ－４）

２－２ｖ＋４ｖ
－
４ｃｏｓ槡 θ （７）

其中θ为ｖ＋４ 和ｖ
－
４ 的夹角。而在４点为转移轨道

)

３４远地点的情况下，所需的速度增量为

Δｖ２＝ｖ
＋
４ －ｖ

－
４ ＝ （ｖ＋４）

２＋（ｖ－４）
２－２ｖ＋４ｖ

－
槡 ４ （８）

由航天器飞出大气层的条件可知 ０＜θ＜
π／２，故Δｖ２＜Δｖ３，因此应该选择４点为转移轨道

)

３４的远地点，同时得到（ｖ３，γ３）的一个方程

·６９·
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ｒ２
２ ｖ３

２ｒａ－２μ( )ｅ ＋２μｅｒ２ｒａ－ｖ３
２ｃｏｓ２γ３ｒａ

３＝０　

（９）
根据动量矩守恒定理，ｖ－４ 可以表示为

ｖ－４ ＝
ｒａ
ｒ２
ｖ３ｃｏｓγ３ （１０）

优化的目的是使 Δｖ最小，得到性能指标
函数

ｍｉｎ：Ｊ＝
μｅ
ｒ槡１
＋
μｅ
ｒ槡２
－

２μｅｒｐｅ
ｒ１ ｒ１＋ｒ( )槡 ｐｅ

－
ｒａ
ｒ２
ｖ３ｃｏｓγ３

（１１）
容易看出，式（１１）前三项均为常数，故性能指标
函数可以简化为

ｍｉｎ：Ｊ＝－
ｒａ
ｒ２
ｖ３ｃｏｓγ３ （１２）

在航天器气动力辅助轨道转移过程中，初始

转移轨道和最终转移轨道均为冲量变轨模式，所

以优化的过程主要是航天器的大气飞行段。根据

上面的分析可以看出，这是一个终端时刻自由、迈

耶尔型性能指标的最优控制问题，具体要求是通

过调整航天器的姿态让其得以在大气中最优飞

行，使得性能指标函数最小。

２　优化模型

２１　动力学模型

航天器在大气内飞行仅受气动力和地心引力

作用，其在地固系中无动力飞行的平面运动方

程为

ｄｒ
ｄｔ＝ｖｓｉｎγ

ｄｖ
ｄｔ＝－

Ｄ
ｍ－
μｅ
ｒ２
ｓｉｎγ

ｄγ
ｄｔ＝

Ｌ
ｍｖ＋

ｖ
ｒ－
μｅ
ｒ２( )ｖｃｏｓ











 γ

（１３）

式中，ｒ表示航天器的地心距，ｖ表示速度，γ表示
航迹角，ｍ为航天器的常质量。Ｄ和 Ｌ分别表示
气动阻力和升力

Ｄ＝０５ρｖ２ＳＣＤ，Ｌ＝０５ρｖ
２ＳＣＬ （１４）

其中Ｓ为航天器的特征面积，ρ为大气密度，服从
指数变化规律。定义 ρ０为海平面大气密度，β为
指数因子，则高度Ｈ处的大气密度为

ρ＝ρ０ｅｘｐ －β( )Ｈ （１５）
ＣＤ和ＣＬ分别为航天器的阻力系数和升力系数，
假定它们服从二次极线规律

ＣＤ＝ＣＤ０＋ＫＣＬ
２ （１６）

其中

ＣＬ＝ＣＬ，αα （１７）

式中 ＣＤ０为零升阻力系数，Ｋ为诱导阻力因子，
ＣＬ，α为升力斜率，α为攻角。

由航天器平面运动方程式（１３）和式（１７）可
以发现，攻角α为惟一控制量。

２２　无量纲化
采用数值方法进行优化时，一般须对物理量

进行无量纲化，选取的无量纲化参数如下

ｒｃ＝ｒａ，ｔｃ＝ ｒｃ
３／μ槡 ｅ，ｖｃ＝ｒｃ／ｔｃ，

ａｃ＝μｅ／ｒｃ
２，ρｃ＝

ｍ
Ｓｒｃ

采用上面的无量纲化参数后，μｅ的无量纲量为１。
２３　约束条件

（１）边界条件
初始时刻 ｔ０航天器在２点进入大气层，此时

航天器的状态量为

ｒｔ( )０ ＝ｒａ，ｖｔ( )０ ＝ｖ２，γｔ( )０ ＝γ２
（２）终端约束
末态时刻ｔｆ航天器在３点离开大气层时运动

状态应满足的约束为

ｒｔ( )ｆ ＝ｒａ，ｖｔ( )ｆ ＝ｖ３，γｔ( )ｆ ＝γ３
其中（ｖ３，γ３）应满足约束式（９）。

（３）过程约束
航天器通过大气层时，速度一般可达到２０多

个马赫数，会产生严重的气动加热，因此必须对航

天器的受热情况进行分析。在研究航天器轨迹优

化问题时，通常以驻点热流密度作为约束条件，因

为驻点是航天器加热较严重的区域。驻点热流的

计算公式为［７］

Ｑ
·

＝珚Ｑ
·

ｖ／ｖ( )ｅ
３１５ ρ／ρ槡 ０ （１８）

其中珚Ｑ
·

为驻点热流密度常数。驻点热流密度应

小于最大热流密度

Ｑ
·

＜Ｑ
·

ｍａｘ （１９）
（４）控制量约束
控制量为升力系数，它受到约束

ＣＬ ＜ＣＬｍａｘ （２０）

３　Ｇａｕｓｓ伪谱法简介

Ｇａｕｓｓ伪谱法属于直接法中的一种全局优化方
法，也称为正交配点方法（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＣｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ）。
其基本原理为将状态变量和控制变量在一系列

ＬＧＬ（ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ）点上离散，并以离
散点为节点构造Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式来逼近状态
变量和控制变量。对全局插值多项式求导来近似

状态变量对时间的导数，从而将微分方程约束转

换为一组代数约束，这些约束条件加上问题本身

的约束条件，如边界条件、路径约束等，共同构成

非线性规划问题的约束条件。Ｂｏｌｚａ型性能指标

·７９·
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中的积分项由 Ｇａｕｓｓ积分计算，终端状态由初始
状态加右函数在整个过程的积分获得。经过上述

变换，便将动态最优控制问题转为静态参数优化问

题，最后采用适当的非线性规划算法求解，如序列

二次规划算法（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，
ＳＱＰ）等［８］。

Ｇａｕｓｓ伪谱法与一般直接法相比，有一个最
大的优点，那就是它证明了非线性规划的 ＫＫＴ
（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）条件与离散哈密顿边值问
题（ＨａｍｉｌｔｏｎＢｏｕｎｄａｒｙＶａｌｕｅＰｒｏｂｌｅｍ，ＨＢＶＰ）的
一阶最优性条件具有一致性［９］，因此该方法使非

线性规划问题的解满足传统间接法的一阶最优性

必要条件。在实际的计算过程中，Ｇａｕｓｓ伪谱法
能得到协态变量在ＬＧＬ点上的信息，从而可以通
过求解哈密顿函数的值来判断优化结果是否满足

最优性必要条件。

４　优化结果及分析

这里以经典的航天器从高轨道向低轨道共面

转移的例子来研究Ｇａｕｓｓ伪谱法在气动力辅助变
轨问题中的应用，仿真中用到的参数及前面提到

的物理量的数值可参见表１。
表１　仿真参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

μｅ＝３９８６００４３６×１０
１４ｍ３／ｓ２ ＣＬｍａｘ＝０９ ｒ２＝６５５８ｋｍ

ｒｅ＝６３７８ｋｍ ＣＬ，α＝０５６９９ ｒｐｅ＝６４００ｋｍ

ｖｅ＝ μｅ／ｒ槡 ｅ β＝１／７１００ｍ ｍ／Ｓ＝３００ｋｇ／ｍ２

ＣＤ０＝０．１ ρ０＝１２２５ｋｇ／ｍ
３ 珚Ｑ

·

＝１１３５７ｋＷ／ｍ２

Ｋ＝１１１ ｒ１＝４２１６４ｋｍ Ｑ
·

ｍａｘ＝２５００ｋＷ／ｍ
２

　　根据给定的仿真条件，计算得到航天器进入
大气层的无量纲状态量为 ｒｔ( )０ ＝１，ｖｔ( )０ ＝
１３１６２，γｔ( )０ ＝－０１１３３。为了研究 Ｇａｕｓｓ伪谱
法在气动力辅助变轨问题中的应用，这里将其计

算结果与采用打靶法解哈密顿边值问题的间接法

进行了比较。

仿真中取６０个 ＬＧＬ点，图３（ａ）～（ｂ）为优
化得到的航天器大气飞行中的速度、航迹角和高

度的变化曲线，其中实线为 Ｇａｕｓｓ伪谱法的优化
结果，虚线表示打靶法。从图中看到，初始时刻航

天器以一个负的速度倾角进入大气层，然后迅速

地下降至最低高度，最后缓慢地上升，上升过程中

速度及航迹角均趋向于常值。航天器在大气飞行

的绝大部分时间内，其航迹角都处于零附近，即几

乎贴着当地水平面飞行，直至飞出大气层。在这

个过程中，它的速度不断减小，这正是气动力辅助

变轨节省燃料的原因所在：航天器在从高轨道向

低轨道转移的大气飞行段，其能量在大气阻力的

作用下不断耗散，而不需要消耗额外的燃料。比

较打靶法和 Ｇａｕｓｓ伪谱法的优化结果可以发现，
航天器各状态量的变化趋势基本相同，且达到几

乎一致的终端状态。

图４（ａ）～（ｃ）分别为优化过程中航天器升力
系数、升阻比和驻点热流密度的变化曲线。从图

４（ａ）、（ｂ）中看到，航天器上升段其升力系数一直
位于负的最小值，即最大负升力，这样航天器便不

会过早地逸出大气层，从而能够充分利用空气阻

力达到减速的目的。

比较打靶法和Ｇａｕｓｓ伪谱法下升力系数的变
化规律可以发现，利用打靶法和 Ｇａｕｓｓ伪谱法获
得的控制ＣＬ有一定的差别。这是由于航天器大
气内飞行经历的过程比较复杂，采用不同优化方

法得到的最优控制并不一定是严格意义上的最

优，而有可能仅仅是“次优”，故导致它们获得的

“次优控制”会有所不同。表２为两种方法的详
细计算结果，从表２中也可以看出，两种方法下的
性能指标函数值虽然一样，但是优化得到的飞行

轨迹是不同的：Ｇａｕｓｓ伪谱法以延长飞行时间为
代价，使得峰值热流较打靶法更低。在考虑性能

指标因素的前提下，两种方法均符合要求。但是

在实际工程应用中，存在诸如飞行环境、飞行器性

能参数的不确定性等因素，为了使飞行器在极端

条件下不被烧蚀，保证飞行可靠性，应尽量降低驻

点热流密度峰值，从这方面来说，Ｇａｕｓｓ伪谱法的
结果较打靶法更优。

前面提到，采用 Ｇａｕｓｓ伪谱法可以获得优化
过程中各状态量的协态信息，进而计算哈密顿函

数值来判断优化结果是否满足一阶最优性必要条

件。图５（ａ）～（ｃ）为协态变量 λｖ、λγ和 λｒ的变
化曲线，图５（ｄ）反映了哈密顿函数值的变化。对
于文中研究的优化模型，哈密顿函数不显含时间

ｔ，为自治系统，有 ( )Ｈ ｔ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ，又因性能指标
为迈耶尔型，故

Ｈｔ( )ｆ ＝－
Ｓｔ( )ｆ
ｔｆ

＝０ （２１）
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图３　状态量变化曲线
Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓ

图４　升力系数、升阻比和驻点热流密度变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｌｉｆｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｌｉｆｔｔｏｄｒａｇｒａｔｉｏａｎｄｓｔａｇｎａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｈｅａｔｉｎｇｒａｔｅ

图５　协态变量和哈密顿函数变化曲线
Ｆｉｇ．５　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｄｊｏｉｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

表２　两种优化方法下的计算结果
Ｔａｂ．２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

Ｇａｕｓｓ伪谱法 打靶法

ｖ（ｔｆ）／（ｍ／ｓ） ７８４４０３ ７８４３９１
γ（ｔｆ）／（°） ０３０６８ ０３０９８
Δｖ１／（ｍ／ｓ） １４９６１６ １４９６１６
Δｖ２／（ｍ／ｓ） ２４０５ ２４１７

Δｖ／（ｍ／ｓ） １５２０２１ １５２０３３

飞行时间／ｓ １８０６ １５９２

最低高度／ｋｍ ６０６８ ５８３７

峰值热流／（ｋＷ／ｍ２） １６３９５ ２０７２６７

优化时间／ｓ ２８３８ — （与初值有关）

其中

Ｓｔ( )ｆ ＝－
ｒａ
ｒ２
ｖｔ( )ｆｃｏｓγｔ( )( )ｆ （２２）

所以有 ( )Ｈｔ≡０。从图５（ｄ）中看到，优化过程中
哈密顿函数的值一直位于零附近，最大偏差为

００３％，符合最优性必要条件。

５　结 论

气动力辅助变轨技术可以有效地节省航天器

的燃料，是未来航天器新型变轨技术的发展方向

之一。本文采用Ｇａｕｓｓ伪谱法对航天器大气层内
的飞行轨迹进行了优化，并与打靶法的结果进行

了比较，主要得到了以下几点结论：

（１）在求解航天器大气内轨迹优化这类问题
时，Ｇａｕｓｓ伪谱法的计算结果能够满足一阶最优
性必要条件。

（２）打靶法对初值猜测非常敏感，且协态变
量的初值往往难以猜测，这限制了打靶法的应用。

而Ｇａｕｓｓ伪谱法作为一种直接法，对初值猜测的
准确性要求不高，且鲁棒性好，解的精度高。

（３）与打靶法相比，尽管两种方法能达到一致
的性能指标，但是优化轨迹却不相同。这说明

Ｇａｕｓｓ伪谱法的计算结果并不是严格的最优，而是
“次优”，但这种“次优控制”也能满足工程需要。

（下转第１１０页）
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